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Vorwort. 


Im vorliegenden Buche bringe ich meine sechs Mitteilungen ,,Grund- 
ztige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“ im 
wesentlichen so, wie ich sie wahrend der Jahre 1904—1910 in den 
Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen ver- 
Offentlicht habe, zum Wiederabdruck.') Die in diesen Mitteilungen ent- 
haltene Theorie ist seitdem von meinen Schiilern und anderen jiingeren 
Mathematikern durch wertvolle Untersuchungen erginzt und in wesent- 
lichen Punkten weitergefiihrt worden. Ich sehe von allen besonderen An- 
gaben hinsichtlich der an meine Mitteilungen ankniipfenden Literatur ab 
und erwihne nur, daf Herr O. Toeplitz ein umfassendes Lehrbuch der 
Theorie der linearen Integralgleichungen und der unendlichvielen Variabeln 
gegenwirtig bearbeitet. 

Neu hinzugefiigt habe ich zum Schlu8 ein Kapitel iiber kinetische 
Gastheorie. Wihrend es bisher bei allen zahlreichen Anwendungen der 
Theorie der Integralgleichungen stets eine Differentialgleichung gewesen 
ist, die die Theorie der Integralgleichungen vermittelte, erscheint in der 
Gastheorie die lineare Integralgleichung primar als direkte Folgerung aus 
der Sto8formel, und da sich iiberdies die Theorie der Integralgleichungen 
zur systematischen Begriindung der Gastheorie als unentbehrlich heraus- 
stellt, so erblicke ich in der Gastheorie die glanzendste Anwendung der 
die Auflésung der Integralgleichungen betreffenden Theoreme. 

Die vorausgeschickte sachlich geordnete Inhaltsangabe”) soll zu- 
gleich als ein Leitfaden fiir die gesamte Theorie der Integral- 
gleichungen und ihrer Anwendungen dienen, wie sich diese gegenwirtig 
systematisch aufbauen und am iibersichtlichsten darstellen labt. 


Gottingen, Juni 1912. 
David Hilbert. 


1) Erste Mitteilung (Gott. Nachr. 1904, 5. 49—91), zweite Mitteilung (Gétt. 
Nachr. 1904, S. 213—259), dritte Mitteilung (Gott. Nachr. 1905, 8. 307—338), vierte 
Mitteilung (Gott. Nachr. 1906, S. 157227), fiinfte Mitteilung (Gott. Nachr. 1906, 
S. 489—480), sechste Mitteilung (Gott. Nachr. 1910, S. 355—417); den sechs Mit- 

_teilungen entsprechen die sechs Abschnitte dieses Buches. 
2) Gott. Nachr. 1910, S. 595—618. 
at 


Sachlich geordnete Inhaltsangabe. 


(Die rémischen Zahlen bezeichnen die Kapitelnummern.) 


Hauptteile A—F: 


A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Verdnderlicher (1.—T.). 

B. Theorie der linearen Integralgleichungen (8.—11.). 

C. Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen (12.—19.). 

D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen (20.—25.). 

E. Anwendung auf die Theorw: der Funktionen einer komplexen Variabeln 
(26.—28.). 

I, Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie, Hydrodynamik und 


Gastheorie (29.—32.). 


A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Verinderlicher. 


1. Definition der Beschrénktheit. Kine Funktion von unendlich vielen 
Veriinderlichen F'(x,, 2, %,,...) hei®t beschrankt, wenn ihr n-ter Ab- 
schnitt F'(7,, 2, ... %,, 9, 0, ...) dem absoluten Betrage nach fiir alle 
Wertsysteme %,, 7, ..., fiir die 


ist, unterhalb einer festen, von  unabhangigen Schranke MW liegt. Spezielk 
ist ee Linearform 

Q,2, + AgXy +>: 
dann und nur dann beschrankt, wenn 


2 2 
a, + Ay + 56 0 
konvergiert; eine Bilinearform 
Dy Lp 
pap 5g) 
(p, 9=1, 2,...) 
wenn 
| 
= 2 Mpg P4 Yo | 
|p, 9=1, 2, 


unterhalb einer von » unabhingigen Grenze M liegt. 
Hine lineare Transformation 


2a pall Ce ye 


(=a 


A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Veriinderlicher. 2.—4. V 


heiBt beschrankt, wenn die zugehérige Bilinearform 
| ; ao = Mpa dy 
beschrankt ist. Hine solche Transformation fiihrt jedes Wertsystem mit 
konvergenter Quadratsumme in ein ebensolches tiber. (XI. S. 125—126.) 
2. Die Faltungssdtze besagen, daB die sukzessive Ausfiihrung, d. h. 
»altung“, zweier oder mehrerer beschrinkter Transformationen selbst 
wieder eine beschrankte lineare Transformation ergibt, (XI. 5. 128) und 
ferner, daB dieser ZusammensetzungsprozeB assoziativ ist (XI. 8. 129). 
Wendet man auf die Variabeln einer beschrinkten linearen, quadratischen 
oder bilinearen Form eine beschriankte lineare Transformation an, so ist 
das Resultat: eine beschrankte Form derselben Art. 


3. Eine orthogonale Transformation ist eine solche lineare Trans- 
formation 


Yo = Zn oy (Prsely open.) 
die den beiden ee 


(7) lL p= 
0, p= 
Serger =| 1 
Gy eee lp=q 
geniiot (XI. S. 129—130). Zwei Linearformen 
PNR aby, 


(2) 
heifen zueinander orthogonal, wenn 


a, b, =9 
(p) 


ist. Unendlich viele Linearformen bilden ein vollstandiges Orthogonal- 
system, wenn ihr Koeffizientenschema dasjenige einer orthogonalen 
Transformation ist. Ein System von endlich oder unendlich vielen ortho- 
gonalen Linearformen kann durch Hinzufiigung von endlich oder abzahl- 
bar vielen Linearformen zu einem vollstindigen Orthogonalsystem erginzt 
werden. (XI. 8. 141—143.) 
Die Faltung zweier Bilinearformen ist orthogonalen Transformationen 
gegentiber kovariant. (XI. 8. 131.) 
4. Vollstetigkeit. Ts seien 
2, a, a, a 
EAS? oa): 2), f 


VI A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Veriinderlicher. 5. 


unendlich viele Wertsysteme, deren Quadratsumme kleiner als 1 ist und 


die die ,,Haufungsstelle“ 7,, 2, %, ... besitzen in dem Sinne, dab 
SUE ix 5p 
n=o 


ist; dann heiBt eine Funktion F(2,, 2, ...) vollstetig, wenn fiir jede 
Folge solcher Wertsysteme 


1 Bd CO Gere A IPS Ao) Rnd Gl Cops Pa tn) 


n= oo 


ist. (XI. 8. 147, XIII. $.174—175.) Jede beschrankte Linearform ist voll- 
stetig, indessen nicht jede beschrankte quadratische oder bilineare Form; 
so ist 


2 2 
Vz Ly" + Veh" + >> 


dann und nur dann vollstetig, wenn 


Ly, =0, 
wahrend diese Form z. B. fir 
= 15 2 Vol, 
noch beschrankt bleibt. ua . 148.) Die ‘Bile 
ont HY. 


ist jedenfalls dann vollstetig, wenn 
Hyg? 
(ra) 7" 


konvyergiert (XI. S. 150—151, XII. S. 164). 

Weitere hinreichende Kriterien fiir Vollstetigkeit beschrankter quadra- 
tischer Formen (XI. 8. 151. Satz 36). 

Fiir vollstetige Funktionen gilt, wie bei endlicher Variabelwzabl der 
Satz von der Existenz des Maximums (XI. 8. 148). Weiteres itiber voll- 
stetige Funktionen (XIII. 8. 175—177). 


5. Theorie der vollstetigen Formen. Jede vollstetige quadratische 
Form Jat sich durch orthogonale Transformation ihrer Verinderlichen 
auf die Form bringen 


heyy? + Kg y? + ++, 
Lk, =9 


ist; die &, sind die reziproken Eigenwerte (XI. 8. 148, Satz 35). Direkter 
independenter Beweis dieses Satzes (XI. 8. 148—150). 

Analoge Sitze gelten fiir die simultane Transformation zweier 
quadratischer Formen, deren eine vollstetig und definit ist, wihrend die 
andere die Form v,4,?+ v,7,7+.--- hat — unter v, die Werte +1 ver- 
standen — (XIII. 8. 156—162 Satz 38, 38*), sowie fiir die Transformation 


wobel 


A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Veriinderlicher. 6.—7. Vil 


der Hermiteschen und der schiefsymmetrischen Form auf eine Normal- 


form (XII. S. 162—164, Satz 39). 
6. Vollstetige lineare Gleichungssysteme. Ist 


yg BV, 
(p; 2) 
eine vollstetige Bilinearform, so hat das Gleichungssystem 
(CL + 444), + yyy + 13% + >>> = a, 
Ag, + (1 + Ggg) iy + Magy + +++ = Ay, 


As, XL, + Asy%y + (1 + ay3)% +++ > = as, 


alle wesentlichen Higenschaften der linearen Gleichungen mit endlich 
vielen Unbekannten; d. h. dieses Gleichungssystem hat entweder fiir jedes 
Wertsystem a,, a,,... mit konvergenter Quadratsumme eine und nur 
eine Lésung x,, 7,, ... von konvergenter Quadratsumme, oder das homo- 
gene Gleichungssystem, das aus ihm entsteht, wenn man 
0, = 0,0 2a, Oe... 

setzt, besitzt ee endliche Anzahl linear unabhingiger solcher Lésungen; 
im letzteren Falle besitzt das ,transponierte“ Gleichungssystem 


My p%, + = 0 Ca RO ee 


genau ebenso viele linear unabhingige Lésungen, und das urspriingliche 
inhomogene Gleichungssystem ist dann und nur dann auflésbar, wenn die 
rechten Seiten a,, a), ... ebenso vielen linearen Bedingungen geniigen 


(XII. S. 164—174, Satz 70). 


7. Theorie der beschriinkten quadratischen Formen. Im Gegensatz zu 
den vollstetigen Formen bieten die nicht vollstetigen beschrankten Formen 
Verhiltnisse dar, die denen bei endlicher Variabelnzahl nicht analog sind; 
doch gilt das folgende Theorem, das durch Grenziibergang vom algebrai- 
schen Problem (XI. 8. 111—112) aus gewonnen wird (XI. 8. 113ff.): In 


einer nicht vollstetigen beschriinkten quadratischen Form 


K(a) = K(%, 4%, ---) 


lassen sich die Variabeln w,, v,... stets so orthogonal in 2’, 2’, . 
£., &, ... transformieren, daf 
/ do i iS 
K(«) = _%, 2, + do (ws §) 
(p) Gj ub 


wird. Dabei ist das Integral (im Stieltjesschen Sinne) tiber eine perfekte 
Punktmenge s der w-Achse, das ,,Streckenspektrum“, za erstrecken, und die 


Spektralform o(u; £) = So, ,(w)é,&, bedeutet eine vom Parameter wu 
(P; 9) 


VIII A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Verinderlicher. 17. 


abhingige positiv definite quadratische Form, deren Wert fiir jedes feste 


Wertsystem der & als Funktion von uw von 0 bis prs monoton wichst 
(p) 
und die die zu ihrer Charakterisierung hinreichenden Relationen 


Df) deyrlu) fulu) ds, ou) = fw) de pale) 
fdo(u; 8) = 8 
5) 


(P) 
identisch fiir alle stetigen Funktionen w(w) erfiillt (XI. S. 145—146, Satz 33). 


Die aus dem Streckenspektrum, den Higenwerten 2 =, i. dehdem 
»Punktspektrum® (XI. §. 119) und ihren Haufungsstellen bestehende Punkt- 
menge heibt das Spektrum von K(x) (XI. 8. 122); fiir jedes dem Spektrum 
nicht angehdrige 2 haben die aus der Form 

Se 1, — A K(x) 

() 


entspringenden inhomogener Gleichungen 
By — I hing by = Yp (p= 1, 258) 


fiir jedes Wertsystem y, von konvergenter Quadratsumme eine eindeutig 
bestimmte Lésung z,, v, %, ... von konvergenter Quadratsumme; diese 
wird mit Hilfe einer beschrinkten quadratischen Form 


Lip? do(u; &) 
Ki) Dna Diag, + (SEP 


(2, 4) pH 1, Bean. a, 
(s) 


der ,,Resolvente* von K(x), dargestellt durch die Formeln 
Ly = 2% p,(2) Yo: 


Fiir jedes Wertsystem der x ist K(A; x) eine analytische Funktion von 4. 
(XI. S. 137—138, Satz 32.) Die homogenen Gleichungen 
tip 4 hy P= 0 Ci ores 

haben dann und nur dann eine Lésung von konvergenter Quadratsumme, 
wenn 4 ein Higenwert ist, und so viele unabhingige Lésungen, als dessen 
Vielfachheit angibt (XI. 8. 147, Satz 34). 

Hin Beispiel einer beschrinkten Form mit Streckenspektrum 
(XI. 8. 1538—155). | 

Die Resolvente gewisser nicht beschrankter Formen (XI. 8. 124 bis 
125, Satz 31). 


B. Theorie der linearen Integralgleichungen. 8.—9, IX 


B. Theorie der linearen Integralgleichungen. 


8. Der Zusammenhang zwischen unendlich vielen Variabeln und Integral- 
gleichungen wird vermittelt durch ein vollstindiges orthogonales 
Funktionensystem @,(s), ®,(s), ... fiir das Intervall a<s <b, d. h. 
ein System von abzahlbar vielen Funktionen, die den Bedingungen geniigen 


b 
0 
ui ® (s)®,(s)ds = | (2 + 9) , (Orthogonalitdtsrelationen) , 
a i1 (p rae q) 
D sien 
SK bs u(s) 0, (s)ds) = 4 u(s)’ds, (Vollstdndigkeitsrelation); 
(p) a a 


dabei muB die letztere Relation fiir jede stetige Funktion w(s) gelten. 
(XU. 8. 177—178.) Jeder endlichen und stetigen Funktion f(s) sind in 
bezug auf dieses System unendlich viele Gréfen, ihre ,, Fourierkoeffizienten“ Uy 
zugeordnet vermdge der Gleichungen 


a, = | f(s) ® ,(s)ds Cis ye ee 


jeder endlichen und stetigen Funktion X(s,t) von zwei Variabeln s, ¢ 
ebenso zweifach unendlich viele Groen 


pe’ 
An, =f [K(, t) ®,,(s) @,(t)dsdt (p,q=1,2,...). 


Die a, sind Koeffizienten einer beschrankten Linearform, die a,, Koeffi- 

zienten einer beschrankten und sogar vollstetigen Bilinearform (XIII. 8. 181). 

_ Ist K(s,t) symmetrisch, so sind a,,=a,,=k,, Koeffizienten einer voll- 
stetigen quadratischen Form (XIV. S. 186). 

9. Lineare Integralgleichungen zweiter Art. Setzt man 


b 
x, = [ ®,(s)p(s)ds (p= 1,2, eh); 


so liefert jede stetige Lésung der unhomogenen bzw. homogenen Integral- 
gleichung mit dem ,,Kern K(s, t) 


f(s) = 98) +f K(s, Neat 
bzw. 


0 = 9(s) + fK(s t)p(t)at 


eine und nur eine Lisung des inhomogenen bzw. homogenen Gleichungs- 


systemes 


x _B, Theorie der linearen Integralgleichungen. 10. 


Sie ty + yy 
q 
bzw. Cpe Tee 2 oes 


Ob A Ay hy 


Umgekehrt gehdrt zu jeder Lésung von konvergenter Quadratsumme des 
einen dieser Gleichungssysteme mit unendlich vielen Variabeln eine und 
nur eine stetige Liésung der entsprechenden Integralgleichung, namlich: 


9(8) = fs) — Ba, JK(s, 1) 2,04; 


demnach liefern die Satze von 6. die Fredholmschen Satze iiber die Auf- 
lésung der unhomogenen und homogenen Integralgleichung (XIII. S. 180 
bis 185). 

Ableitung der Lésungsformeln (Fredholmsche Formeln) unab- 
hangig von der Theorie unendlich vieler Variabler durch Grenztibergang 
vom algebraischen Problem aus (II. S. 8—13; IX. 5S. 68.) 

Satze tiber die aus K zusammengesetzten Kerne (IX. 8. 67—70). 

Ausdehnung auf unstetige Kerne (XY. 8. 204; IX. S. 68). 

Zusammenfassung zweier simultaner Integralgleichungen in eine 


Integralgleichung (XVI. 8. 210). 


10. Orthogonale lineare Integralgleichung.. In gleicher Weise lefern 
die Satze von 5. die Theorie der Integralgleichung mit stetigem symmetri- 
schen Kern K(s,t)= K(,s) und einem Parameter 2 (XIV. S. 185—194). 


f(s) = p(s) —1 Ks, \y Ode. 


Jeder nicht identisch verschwindende Kern K(s,¢) hat mindestens einen 
»liigenwert® i, fir den die gzuehdrige homogene Integralgleichung (f = 0) 
eine nicht identisch verschwindende Lésung, die zugehorige ,,Higenfunktion™, 
besitzt. (XIV. 8.188; zum ersten Male bewiesen HI. 5.16.) Jeder Higen- 
wert hat endliche Vielfachheit, d.h. es gibt nur endlich viele zu- 
gehérige linear unabhangige Higenfunktionen. Falls der stetige Kern K(s, t) 
nicht eine Summe von endlich vielen Produkten @,(s)@,(¢) ist, so gibt es 
unendlich viele Higenwerte, die sich nur gegen co hiaufen (XIV. 8. 192; 
IV. 8. 22). Ist A kein Higenwert, so hat die homogene Integralgleichung 
keine, die unhomogene eine und nur eine Lésung, die sich durch eine, 
vom Parameter 2 analytisch abhangende ,,Resolvente“ K(s, t; 4) in der Form 


b 
p(s) = f(s) + AJK(s, #5 fat 
ausdriickt (I. 8. 12). ‘ 


B. Theorie der linearen Integralgleichungen. 10. XI 


Das zugehérige ,,Gaufsche« Variationsproblem: das Maximum der 
Werte, die das Doppelintegral 


J(u) of fre t)u(s)u(t)ds dt, 


die ,quadratische Integralform“, fir alle der Bedingung 


b 
[(uo)?ds =1 


gentigenden stetigen Funktionen w annimmt, ist gleich dem kleinsten 
positiven Eigenwert, die zugehédrige Funktion w ist irgend eine der zum 
betreffenden Higenwert gehérigen Higenfunktionen; die weiteren Higen- 
werte und Higenfunktionen erhilt man, indem man zu diesem Variations- 
problem noch sukzessive lineare Nebenbedingungen hinzufiigt (XIV. 8.193; 
V. 8. 28—30). Ist stets J(u) > 0, so hei®t der Kern definit. Alle Higen- 
werte sind dann positiv (V. S. 28). 

Die samtlichen Higenfunktionen q,(s), g,(s),... bilden ein orthogo- 
nales Funktionensystem (XIV. 8. 187); unter Umstinden ist es zugleich 
ein yollstindiges (XIV. S. 193—194). 

Jede durch Vermittlung einer stetigen Funktion g in der Gestalt 


f(s) = [K(s, Hg(that 


darstellbare Funktion f(s) laBt sich auf Fouriersche Weise in eine nach 
den Higenfunktionen ,, g,, ... fortschreitende, gleichmaBig und absolut 
konvergente Reihe 


f(s) = 5 %9,(8) = S (8) f(s) y,(8)ds 
(Pp) (p) a 


= 3% fa)9,(9as 


entwickeln. (XIV. 8.190.) Speziellere Entwicklungssitze iiber ,,abgeschlossene“ 
und ,,allgemeine“ Kerne. (IV. 8. 24—25.) 

Die quadratische Integralform J(w) gestattet fiir alle stetigen Funk- 
tionen w(s) die Entwicklung 


b 2 
1 “ 
Gee st (fase, i) : 
Ges 
L 
dieselbe konvergiert fiir alle w(s), fiir die efi w2ds unterhalb einer Schranke 


bleibt, absolut und gleichmafig. (IIL, S. 19—20.) 


XI C. Anwendung auf gewdhnliche Differentialgleichungen. 12.—13. 


Ableitung dieser Theorie unabhingig von der Theorie der Funktionen 
unendlich vieler Variabeln durch Grenziibergang vom entsprechenden 
algebraischen Problem aus (III. S 13—21; das algebraische Problem: 
I. S$. 4—8). Darstellung der Resolvente K(s,¢;2) als Quotient zweier 
ganzer transzendenter Funktionen von 4, d. h. die Evedholmschen Formeln 
(Il. 8. 11—13). Ergiinzung betreffend mehrfache Higenwerte (VI. 8. 35—38). 

Ausdehnung auf unstetige Kerne (VI. 8. 30—35); (XV. 8. 204). 

Anwendung der Theorie auf die adjungierten Higenfunktionen eines 
unsymmetrischen Kernes (XIV. 5. 194). 

11. Polare lineare Integralgleichungen. 

Entwicklung der analogen Higenwert- und Higenfunktionentheorie 
fiir die Integralgleichung 


f(s) = V(s)p(s) — AfK(s, ho (dt, 


wo V(s) stiickweise + 1 oder —1 ist und K(s,?¢) einen symmetrischen 
positiv-definiten Kern bedeutet (XV. 5. 195—204). 


C. Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen. 


12. Die Greensche Formel. 
Fiir die allgemeinste sich selbst adjungierte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


; d d 
L(u) =z, (p ) +qu=0 (p > 0) 
lautet die Greensche Formel, wie folet (VII. S. 40): 


b 
fore —uL(v)\dx = p {o = —u =} | 

Die Grundlésung y(x,§) ist in bezug auf w zweimal stetig differen- 
zierbar und geniigt fiir alle von & verschiedenen Werte x innerhalb des 
Intervalles a bis b der Gleichung L(w) = 0; fiir = € ist sie stetig, 
wahrend ihre erste Ableitung den Abfall — 1 aufweist. Sind w,(x), u(x) 
zwei unabhingige Lésungen von L(w) = 0, so stellt sich eine Grundlésung 
in der Gestalt dar: 

4 |@— | u (E) uy (e) — u, &) u, (2) 


7(4, é) i a % du, (&) a Ut, (E) 
U, (§) — 72 w, (§) = 
dg dg 


(VIL S. 40). 


13. Randbedingungen. 
Es kommen fiinf Arten von homogenen Randbedingungen in Be- 


tracht (VI. 8. 41—42): 


C, Anwendung auf gewoéhnliche Differentialgleichungen. '14.—15. XII 


I f(a) =, f(G) = 9; 


mr (22 cf] 0, +m 
IV. f(a) = hf), p@ [| =? opener 


IV*. f(a) = hp) [A] _ Th 


V. f(@) soll in der Nihe des Randpunktes x =a sich in der Form 
(xc — a)” e(a) darstellen lassen, wo e(x) eine fiir «=a endlich bleibende 
Funktion bedeutet; 

V*. f(@) soll bei der Ann&herung an-den Randpunkt x =a endlich 
bleiben. 

14. Die Greensche Funktion G(q, &). 

Hine Grundlésung g(z, &) fiir das Intervall (a, b), die in bezug auf x 
und identisch in € an den Randpunkten zwei homogene Randbedingungen 
befriedigt, heift die zu diesen Randbedingungen gehdrige Greensche Funk- 
tion der Differentialgleichung Z(w) = 0; ferner heiBt der Quotient 


G(ax,-5) — die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(w), 
(VII. S. 42—48). 


Wenn eine Greensche Funktion nicht existiert, so besitzt die Differen- 
tialgleichung L(w) = O eine nicht identisch verschwindende stetig differen- 
zierbare Lésung w°(a), die die betreffenden Randbedingungen erfiillt. Wir 
konstruieren dann ein Integral g(x, &) der inhomogenen Differentialgleichung 


L(u) = p(&)¥° (a) v8), Jor(ade =1, 


dessen Ableitung an der Stelle c= £& den Abfall — 1 erfahrt, das an den 
Randpunkten die Randbedingungen erfiillt und die Gleichung 


Jo £)w(x)da = 0 


befriedigt. Die Funktionen g(x, §) und werden als Greensche Funk- 


tionen im erweiterten Sinne bezeichnet. (VU. 8. 44—45, XVIII. S. 233.) 
Das Symmetriegesetz der Greenschen Funktion G (a, &) = G(&, x) 
(VII. 8. 45). 
15. Die Lisung der Randwertaufgabe. 
Die Integralgleichung erster Art 


f(a) = [G(a, &) (Ede 


g (x, §) 
p(é) 


XIV C. Anwendung auf gewodhnliche Differentialgleichungen. 16.—17. 


wird durch die Formel 
yp (#) = — Lf(@) 
geliést; und umgekehrt gibt die Integralgleichung dasjenige Integral f(x) 
der Differentialgleichung, das dieselben Randbedingungen wie G(a, §) er- 
fiillt (VII. S. 45—47). 
Die lésende Funktion der Integralgleichung 


f(x) = p(a) — 4f (a, &)p (ak 


ist gleich der zu denselben Randbedingungen wie G genérigen Green- 
schen Funktion des Differentialausdruckes 
A(u) = L(u) + du. 

(VII. 8. 47—49.) 

16. Higenwert- und Eigenfunktionentheorie der Differentialgleichung. 

Die Differentialgleichung A(w) =O besitzt unendlich viele Ezgen- 
werte, d. h. es gibt unendlich viele Werte des Parameters 4, fiir die die 
Differentialgleichung L(w) + 2u—=0 eine nicht identisch verschwindende 
Lésung, die zugehérige Eigenfunktion, besitzt, die an den Randpunkten 
die betr. homogenen Randbedingungen erfiillt (VII. 8. 49—50),. 

Sind p(x), p@(r), ... die zu irgend welchen Randbedingungen 
gehérigen Higenfunktionen von 4(u) = 0, so folgt fiir jede stetige Funk- 
tion h(x) aus 


b 
a h(x)y™(a)dz =0 (msn, Loe) 


stets, da h(x) identisch Null ist (VII. S. 50). 

Jede zweimal stetig differenzierbare und den Randbedin meen ge- 
niigende Funktion f(x) ist auf die Fouriersche Weise in eine nach den 
Eigenfunktionen fortschreitende gleichmaBig konvergente Reihe entwickel- 
bar (VII. 8. 51). 

Ubertragung der Resultate auf die Differentialgleichung 
£2) +n +ateye=0 
wobei k(~) > 0 ist. Beispiele. (2. 8. 51—56.) 

Differentialgleichungen, fiir die nur eine Greensche Funktion im er- 
weiterten Sinne existiert, und der zugehérige Entwicklungssatz. Beispiele. 
(VII. S$. 55—56.) 

17. Allgemeine Differentialgleichungen. 

Mittelst der Theorie der polaren Integralgleichungen werden die 
samtlichen Resultate auf die Differentialgleichung 


d 
4, (P 72) + (a@) + Ak@)u = 0 (p> 0) 


C. Anwendung auf gewéhnliche Differentialgleichungen. 18. XV 


ausgedehnt, wobei /(a) eine endliche Anzahl von Malen sein Vorzeichen 
andert. Hxistenz von unendlich vielen Higenwerten (XVI. S. 205—206). 


18. Systeme von simultanen Differentialgleichungen. 
Aus dem Variationsproblem 


2) 
feu, Uo) Uy) Uy) dL = Min., 
wo 
Q = Py (ww? + 2p W's + Pog U'y” siz ZW, + 2 QW Me + 2G, WU, 
+ 2 Go t'y Uy + 144M? + 2r yoy Mp + 122 My”, 
entspringen die linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung (XVI. 8. 206 
bis 207): 
Me a, OD) 6Q\ (2 708 0 

Ds() %) = 4 (Fy (Gw.) — Fu,) =O» Lala 2) = 4 (Ze (Gate) — Fa) =O 

Die Greensche Formel fiir diese Differentialgleichungen (XVI, S. 207): 


b 
ah (0, L, (uw) — uy Ly (e) + 0, Ly (u) — ty Ly (v)) da 
0Q 0Q 0@ og? 


= 410, 5 — & oo +e a — 
21 Ow, Waa 20W, 280 Oe 


Das Greensche Funktionensystem fiir diese Differentialgleichungen ist 
ein System von Funktionen: 
Gi1(2, &), Gre (a, §), 
Giai(@, 6), Gee (2, 8), 
die paarweise die Differentialgleichungen L,=0, Z,—=0 sowie die Rand- 
bedingungen in bezug auf x befriedigen, und deren Ableitungen fiir 7 = & 
einen gegebenen Abfall erfahren. (XVI. S. 207—208.) 
Das Symmetriegesetz dieses Funktionensystems lautet: (XVI. S. 208) 


G4, (a, 6) = G16, ”), 

Gis (a, é) Rig Go s @), 

Goo (, §) = Go9(&, 2). 

Die Lésung der Randwertaufgabe: diejenigen Lésungen der Differential- 
gleichungen 
Lyf, fe)=— 91, Leff) =— v2 
die bestimmte homogene Randbedingungen erfiillen, werden durch 
6 


fi(@) = J{ Gis (@, 8) 1 (8) + Gro (a &) po(&)} 48, 


a 


f,(2) = Gay (@, &) p,(E) + Goo (@, &) p2(E)} a8 


dargestellt, und umgekehrt, diese Integralgleichungen erster Art werden 
durch jene Funktionen (x), p,(x) gelist. (XVI. S. 208.) 


XVI D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 19.—20. 


Eiigenwert- und Eigenfunktionentheorte: diejenigen Funktionenpaare 
U,(£), U(x), die an den Randpunkten homogene Randbedingungen erftillen 
und das Gleichungssystem: 

A, = Ly (Uy, Me) + A (yy (©) + Iigg (%) Mo) = O, 
A, = Ly (Uy, Uy) + A (hay (&) 4, + hing (%) ta) = O 


befriedigen, sind Eigenfunktionen der Integralgleichungen: 


b 
U, (") = a Gry (@, §) Fy + Myotte) + Gy (&, &) ory + Monte) OE, 


D 
Us (@) = aft Ga, (&, §) Far tty + Bye) + Gop (a, &) ory + hig te) } 28." 


(XVI. 8. 209—211.) Die Existenz unendlich vieler Higenwerte und Higen- 
funktionen; Entwicklungssatze. (XVI. S. 211.) 
Greensche Funktionen im erweiterten Sinne (XVI. 8. 211—212). 
19. Hine zweiparametrige Randwertaufgabe (Kleins Oszillationstheorem). 
Treten in den Differentialgleichungen 


d d 
dz P aq) + Ga + ud) y= 0, 


re (2 52) — (a+ uA) 9 = 0 
OO) 05 Go = OF ttre rier 
(x) >0, a&) >0, fir § <§<&) 
die Parameter 4, wu nicht bloB in der Verbindung 4+ Cw auf (C = const.) 
auf, so existieren unendlich viele Paare von Werten i, w, fiir welche das 
Differentialgleichungssystem ein Losungssystem y,(x), 1,(&) besitzt, derart 
daB y,(~) an den Enden und nicht tiberall im Inneren des Intervalles 


Ly, %, 4,(&) an den Enden und nicht iiberall im Inneren des Intervalles 
£,, & verschwindet; zugehériger Entwicklungssatz. (XXI. 8S. 262—267.) 


D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 


20. Die Greensche Formel. 
Fiir die allgemeinste sich selbst adjungierte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung von elliptischem Typus 


Lew) OO . @ Ou 
Lw) =< (» 55) eat aaa) + qu=90, (p> 0) 
lautet die Greensche Formel, wie folgt (VIL. . fee 
fot —uL(v)} ar— fo (u3 (us a——v ee) ds, 


V) 
wo J ein Gebiet der zy-Ebene mit ie Randkurve C ist. 


D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 21.—23. XVII 


Die Grundlésung ist eine Lésung der Differentialgleichung L(w) = 0 
von der Gestalt 
1295 & = AG; & 1) log Va—§)*+ y¥— nl + rly & 0), 
wobei y,, vy, zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind, und aufer- 
dem identisch in & 7 


W1(8, 0; & 4) =1 
ist (VIII. S. 59—60). 


21. Randbedingungen. 
Es kommen fiinf Arten von Randbedingungen in Betracht (VIII. 8.60 
bis 61): 
I. f(z, y) =0 fiir alle Punkte w, y der Randkurve C; 


0 
El gf 9 ” ” ” ” ” ” 3 
ra) 
MRP 0 yy : ; 
0 of 
IV. (f(z, y),= F@, »)) ee (34) =— (<4) fiir alle s, 
eg s+— 


wobei s die Bogenlinge von einem beliebigen Punkte von C, 1 die Ge- 
samtlinge bedeutet; 
V. f(a, y) soll bei der Anniiherung an die Randkurve endlich bleiben. 


22. Greensche Funktion. 

Eine Grundlésung g(a, y; §,7), die als Funktion von 2, y identisch 
in 7, & an der Randkurve C eine homogene Randbedingung befriedigt, 
hei®t Greensche Funktion der Differentialgleichung L(w) = 0; ferner heibt 


der Quotient % Set die Greensche Funktion des Differentialausdruckes 
L(u). (VILL S. 61.) Symmetriegesetz der Greenschen Funktion. (VIII. 
S. 62.) 

Greensche Funktion im erweiterten Sinne. (XVIII. 8. 233.) 

23. Die Lisung der Randwertaufgabe. 

Die Integralgleichung erster Art 

f(a, y) = [G(ay, np (& n)dédy 
(J) 


wird durch die Funktion 
; 1 
p(t, y) = — I Lf (a, y) 
gelést; umgekehrt stellt f(a, y) diejenige Losung der Differentialgleichung 


dar, die denselben Randbedingungen geniigt wie G(vy;&). (VUL S. 62.) 
Die lésende Funktion der Integralgleichung 


f(a, ¥) = (a, 9) — 1G (ay; np (En)dédy 
(J) 


Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. b 


XVIII D, Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 24.—25. 


ist die zu den namlichen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion 
der Differentialeleichung 
A(u) = (Lu) + du = 0. 
Beweis der Existenz der Greenschen Funktion und der Lésbarkeit: 
der Randwertaufgabe bei den Randbedingungen I und II (IX. 8. 70—17). 
Existenz der Greenschen Funktion fiir die Randbedingung II (IX. 8. 78). 
Andere Beispiele. Die sich gegenseitig auflosenden Integralgleichungen. 
erster Art: 
eat 
ub) = + fo) cot g (x Sy dx 
ft 
+1 
OE) =— + fue) cot g (x oo) ax. 


-1 


(IX. 8. 75.) 


24. Eigenwert- und Eigenfunktionentheorie der partiellen Differential- 
gleichung. 

Es gibt abzihlbar unendlichviele reelle Werte — die Higenwerte — 
des Parameters A, fiir die die Differentialgleichung 

L(u) + du =0 

eine nicht identisch verschwindende Losung — die Higenfunktion — be- 
sitzt und die auf einer geschlossenen Randkurve homogene Randbedin- 
gungen erfiillt (VII. S. 63); jede willkiirliche Funktion ist auf die 
Fouriersche Weise in eine nach diesen Higenfunktionen fortschreitende 
gleichmabig konvergente Reihe entwickelbar. (VIII. S. 64.) 

Auftreten ees Parameters in der Randbedingung. Es gibt unendlich 
viele Werte 2, bei denen die vorgelegte Differentialgleichung L(w) = 
eine nicht identisch verschwindende Lésung besitzt, die der Randbedingung 


Ou 
an +iu=0 
gentigt; der zugehérige Entwicklungssatz (IX. 8. 77—80). 


25. Allgemeinere partielle Differentialgleichungen. 

Verallgemeinerung auf partielle Differentialgleichungen, die zu Ge- 
bieten aut einer beliebigen krummen Flache (statt zu ebenen Gebieten) 
gehéren (VIII. 8. 64—65). 

Die Randwertaufgabe fiir das folgende terion partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung von elliptischem Typus: 


ow Ov 
Bie Cee T q?, 
Ou 


ce ee egy = LO. 
met os u + lv 


D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 25. XIX 


Wenn diese Differentialgleichungen auBer w=0, v=0, kein Lisungs- 
system wu, v besitzen, derart, daB w auf der gegebenen geschlossenen 
Randkurve C verschwindet, so besitzen sie ein Lésungssystem wu, v derart, 
daB w auf C die vorgeschriebenen Werte f(s) annimmt; im entgegen- 
gesetzten Falle existiert ein solches Lésungssystem dann und nur dann, 
wenn /(s) gewissen, endlichvielen Integralbedingungen geniigt (XVII. S. 213 
bis 219). 

Definition des auf der Vollkugel reguldren Differentialausdruckes; seine 
Transformation und der adjungierte Differentialausdruck. (XVIII. S. 219 
bis 223.) Die Methode der Parametriz. Die Parametrix ist eine symmetrische 
Funktion des Argumentpunktes s, ¢ und des Parameterpunktes o, rt auf 
der Kugel, die in allen 4 Verinderlichen beliebig oft differenzierbar ist, 
auBer wenn Parameterpunkt und Argumentpunkt zusammenfallen, in 
welchem Falle sie in bestimmter Weise logarithmisch unendlich wird (XVIII. 
$.223—224). Konstruktion der Parametrix einer auf der Vollkugel reguliren 
Differentialgleichung und Nachweis ihrer Higenschaften (XVIII. 8.224—226). 
Wenn die auf der Vollkugel regulire Differentialgleichung vom elliptischen 
Typus L(z) = 0 keine von Null verschiedene, auf der ganzen Kugel stetige 
Lésung besitzt, so hat die Differentialgleichung L(z)=f, wo f irgend 
eine gegebene Funktion auf der Kugel bedeutet, stets eine solche Lésung. 
Verallgemeinerung dieses Satzes fiir den Fall, daf L(z) = 0 solche 
Lésungen besitazt (XVIII. 8. 226—232). Konstruktion der Greenschen Funk- 
tion, d. h. einer Parametrix, die die vorgelegte Differentialgleichung be- 
friedigt. (XVIIL S. 232—234.) Beweis der Existenz der Greenschen Funktion 
im ,,erweiterten Sinne“. (XVIII. S. 233.) Es gibt unendlichviele Werte von 4, 
derart daB L(z)+A42—=0 eine auf der Vollkugel stetige Lésung, die 
zu diesem ,,Higenwerte“ gehorige ,Higenfunktion“, besitzt; jede willktir- 
liche Funktion ist nach diesen Higenfunktionen auf die Fouriersche 
Weise entwickelbar. (XVII. 8. 234—235.) Die sich selbst adjungierte ellip- 
tische Differentialgleichung L(z) + 242 —=0 hat nur eine endliche Anzahl 
negativer Higenwerte (XVIII. 8. 235—237). 

Hangen die Koeffizienten in L(z)=0 von einem Parameter w ana- 
lytisch ab, so ist der h-te Higenwert eine stetige Funktion von uw 
(XVII. S. 238—241). 

Mittelst der Theorie der polaren Integralgleichungen werden die 
siimtlichen in 23., 24. erwaihnten Resultate auf die partielle Differential- 
gleichung 
ae ae alt Ces ° | 
ausgedehnt, wobei (a, y) in einer endlichen Anzahl von Teilgebieten 


verschiedene Vorzeichen besitzt (XVI. S. 206). 
b* 


XX E. Anwendung auf die Theorie der Funktionen einer komplexen Variabeln. 26. . 


E. Anwendung auf die Theorie der Funktionen einer komplexen 
Variabeln. 


26. Allgemeines Riemannsches Problem. 

Formulierung desselben: man soll Funktionen einer komplexen 
Variablen bestimmen, wenn zwischen den Real- und Imaginarteilen der 
Funktionen auf einer gegebenen geschlossenen Randkurve C gegebene 
Relationen gelten sollen. Man bezeichne die Greenschen Funktionen 
zweiter Art der Potentialgleichung 4(w) = 0 fiir das Innere und Aufere 
der Kurve C bzw. mit G,(a, y; & 1) und G,(a, y; &, 7) und definiere dann 
zwei Integralausdriicke, wie folgt 


5 0G (6, 8) 
Mi Fe w(o)de, 


(C) 
i (0G, (6,8) 
M w= eh =e7 
(6) 
wobei w(o¢) irgend einen komplexen Ausdruck auf der Kurve C bedeutet. 
Die Bedingung dafiir, daB ein auf C definierter komplexer Ausdruck f;(s) 


die Randwerten einer innerhalb C regulaéren Funktion darstellt, ist 


f(s) = Mt, ++ [foae, 


(C) 


w(o)de, 


wobei J die Gesamtlinge der Kurve C bezeichnet; ein analoger Satz gilt 
fiir die Operation M,w und das AuBere von C. Die Ausdriicke 


w+ M,w baw. w —- M,w 


stellen stets Randwerte einer innerhalb bzw. auerhalb C reguliren Funk- 
tion dar. (X. 8. 81—88.) 

Durch die erlangten Hilfsmittel wird der Satz bewiesen, daB, wenn 
c(s) ein gegebener stetiger komplexer Ausdruck auf der Kurve C ist und 
é(s) den konjugierten Ausdruck bedeutet, entweder ein Paar von Funk- 
tionen f;(2), f,(2) existiert, von denen die erstere innerhalb, die zweite 
auBerhalb C regulir analytisch ist und welche auf C die Relation 


fa(8) = e(s)f;(8) 
erfiillen, oder ein Funktionenpaar g,(z) und g,(¢) von demselben Charakter, 
deren Randwerte die Relation 


Gals) = &(8)9;(8) 
erfiillen (X. 8. 89—91). Von diesen beiden Fallen tritt der erste bzw. 


der zweite ein, je nachdem log ¢(s) beim Umlauf in positivem Sinne ent- 
lang C eine negative bzw. positive Anderung erfahrt (X. S. 91). 


E. Anwendung auf die Theorie der Funktionen einer komplexen Variabeln. 27. XXI 


Es gibt stets ein Paar von Funktionen f,(z), f,(z), von denen die 
erste auerhalb C, die zweite innerhalb C den Charakter einer rationalen. 
Funktion besitzt, wihrend auf C die Relation 


fas) = o(s)fi(s) 
erfillt ist (X. 8. 91—92). 
Untersuchung des Falles, wo c¢(s) an einer endlichen Anzahl von 
Stellen eine Unterbrechung der Stetigkeit aufweist (X. S. 92—94). 
Aufstellung der Aufgabe: zwei auferhalb C und zwei innerhalb C’ 
regulire analytische Funktionen f,, f’, baw. f,, /’;, sollen so bestimmt 
werden, daB sie auf C die Relationen 


f,(8) = ¢ (s)f;(s) + C (s)f’;(s) 
fas) = 61S) (8) + €o(9)F7,(8) 
erfiillen, wobei ¢,, ¢, ¢;, ¢, gegebene komplexe zweimalstetig differen 
zierbare Ausdriicke in s sind, deren Determinante 
C169 — C6, 
fiir alle s von Null verschieden ausfallt (X. S. 94—95). 

Es wird bewiesen, daf entweder die genannte Aufgabe eine Lésung 
besitzt, oder zwei Funktionenpaare g,, 9’,, g;, g/; existieren, die auf C 
die Relationen 

Derg gat C9; 

Ia= C19; af C09; 
erfiillen, wobei @,, @, @,, @’, die zu den gegebenen Ausdriicken ¢,, ¢, ¢',, C. 
konjugiert komplexen Ausdriicke bedeuten. (X. S. 95—98.) 

Die Randwerte der soeben konstruierten Funktionen /f,, f’,, f;, f; 
bzw. 9.) 4: 9j, 9, sind auf C stetig differenzierbare Funktionen von s, 
und die gestellte Aufgabe besitzt nur eine endliche Anzahl linear von- 
einander unabhiangiger Systeme von Lésungen. (X. S. 98—100.) 

Beweis des Satzes, daB es stets Funktionen f,, f’,, f;, f'; gibt, die 
innerhalb bzw. auferhalb C regular analytisch sind mit etwaiger Aus- 
nahme einer Stelle innerhalb CU, die fiir eine der Funktionen f;, f’, oder 
fiir beide ein Pol ist, und die auf C die Relationen 

l= Gf; a Cf ; 
fam Cats + ef", 
erfiillen (X. S. 100—102.) 

27. Das Riemannsche Gruppenproblem. 

Das speziellere Riemannsche Problem, die Existenz linearer Differential- 
gleichungen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe zu beweisen, ist. 
fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung Aquivalent mit der folgenden 
Aufgabe: man verbinde die gegebenen singularen Punkte 2, 2, ... 2 
der Differentialgleichung zweiter Ordnung durch eine reguliare analytische- 


XXII F. Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie und Hydrodynamik. 27.—29. 


Kurve C; dann sollen zwei Funktionenpaare f,, f, bzw. f,, f’'; bestimmt 
werden, die auSerhalb bzw. innerhalb C vom Charakter rationaler Funk- 
tionen sind, derart, daB ihre Randwerte auf C iiberall stetig sind und 
auf dem Kurvenstiicke zwischen 2 und "+ (h = 1, 2. .m) die Relationen 


ae WF; ot OF 5 

eG Wak diac 1c 
erfiillen, wobei y,”, y., y',®, v', gegebene Konstante mit nicht ver- 
schwindender Determinante sind. (X. S. 102—104.) 

Diese Aufgabe wird durch Hinfiihrung neuer Funktionen auf die 
in 26. am Schlu8 geldste (wo die Substitutionskoeffizienten stetige 
Funktionen des Ortes sind) zuriickgefiihrt (X. S. 104—106). 

Durchfiihrung des Existenzbeweises (Riemannsches Gruppenproblem) 
(X. S. 106—108). 

28. Problem aus der Theorie der automorphen Funktionen. 

Automorphe Funktionen mit reeller Substitution, die vier gegehene 
Werte co, a, b, c auslassen. Beweis des Satzes: es gibt unendlichviele 
Werte 4, so daf der Quotient zweier Lésungen der Differentialgleichung 


4, ((@ — a) @—d)(@—0) 9%) + w+ ay =o 


beim Umlauf der Variabeln x um die singuléren Stellen a, 6, c¢ Sub- 
stitutionen mit reellen Koeffizienten erfiihrt. (XX. 8. 258—262.) 


F. Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie, 
Hydrodynamik und Gastheorie. 


29. Variationsprobleme. 
Zusammenhang zwischen dem Dirichletschen Variationsproblem 
6 


Jee ale qu® |dx = Min. 


a 


bei der Nebenbedingung 
fr eel 
und dem Gaupschen Tansuentorebien (s. oben, 10) 
[Ole £) (x) a(§)dad& = Max. 
bei der Nepiiscdnonns 


aan ‘L 


F, Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie und Hydrodynamik. 30, XXIII 


(VIL. S. 56—58.) Das gleiche Problem fiir zwei unabhingige Variable. 
(VII. 8. 66.) 
Das Dirichletsche Variationsproblem auf der Kugel: das absolute 
Minimum des iiber die Vollkugel erstreckten Integrals 
Tene az," + 2bz,2, + cz? — nz? 
@) oe 


bei der Nebenbedingung 
fedk=1 
ist gleich dem kleinsten Higenwert der Differentialgleichung 
L(z) ss Wb ss + 2254 + C24 + Gs + 51) 2%, + (Oy + GY) % + 02 
Verallgemeinerung dieses Satzes. (XVIII. S. 237—238.) 


30. Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfldche. 
Das Volumen V eines konvexen Kérpers K ist 


V=t [H(A Hak, 


wobei H(a, 6, y) diejenige auf der Kugel definierte homogene Funktion 
bedeutet, die die Entfernung der Tangentialebene des Kérpers vom Null- 
punkt mit den Richtungskosinus «, B, y angibt, und wobei allgemein 
fiir zwei beliebige homogene Funktionen V(a, y, z), W(a, y, 2) 


Way Vz, — 2 Wyz Vyz + W,, Vy: 
CUR ges 8 y yy 


VW: Ae Eke We Ve ae Wis AS 
n= ye 
OY et go ee Wry Vig t+ Way V oe 


a 


gesetzt ist. (XIX. S. 242—245.) Das gemischte Volumen dreier konvexer 
Korper 


L_Ag=O0 


Veg = 4 (H(A, H;) dk 
und ihre Symmetrieeigenschaften. (XIX. 8. 245.) 
Ist H eine gegebene homogene Funktion, so stellt 
L(&) a ( W, ff), W(a, Y; 2) = V+ ¥+ 2 Q(a, Y; @) 
einen fiir  linearen Differentialausdruck auf der Kugel dar, der sich 
selbst adjungiert und vom elliptischen Typus ist. (XIX. 8S. 245 —247.) 


Beweis der Siatze: Jede auf der Vollkugel stetige Losung von 
L (8) = 0 ist eine lineare Kombination der drei Lésungen 


R=, Q=y, Q=z. 
(XIX. 8. 247-250.) Die partielle Differentialgleichung 


L(2) +45 2-0, H=Vat yt AH) 
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besitzt 2 —— 1 als einfachen, 4 =O als dreifachen Higenwert, und die 
zugehérigen Higenfunktionen sind H ‘baw. w, y, 2; die iibrigen Higen- 
werte sind positiv. (XIX. 250—254.) 
Beweis der Minkowskischen Ungleichung 
V(H, H, @) > V(H, H, H)V(H, G, G), 
wobei das Gleichheitszeichen nur dann statthat, wenn der eine Korper 
aus dem anderen durch Parallelverschiebung und Ahnlichkeitstransformation 
hervorgeht. (XIX. S. 254—257.) 
Die Ungleichungen: 
O23 Vi ee Mee 4 Oe C2 0a le 
wobei O die Oberfliche, V das Volumen und 


Mm aS (te) 
die mittlere Kriimmung eines konvexen Kérpers bedeutet, und das Gleich- 
heitszeichen nur statthaft, wenn der konvexe Kérper die Kugel ist. 
(XIX. 8. 257—258.) 

31. Ein Problem der Hydrodynamik. 

Anwendung des Entwicklungssatzes in 23. (Parameter 4 in der Rand- 
bedingung) auf das Problem der kleinen Schwingungen einer der Schwere 
unterworfenen Fliissigkeit. (IX. 5S. 80—81.) 

32. Begriindung der Gastheorie. 

Aus der Maxwell-Boltzmannschen StoBformel entspringt eine lineare 
(orthogonale) Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern; 
diese spielt beim Aufbau der Gastheorie die fundamentale Rolle, indem 
sie die Lésung der StoBformel durch sukzessive Approximationen ermég- 
licht. (8. 268 ff.) 
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Erster Abschnitt. 
Allgemeine Theorie der linearen Integralgleichungen. 


Ks sei K(s, t) eine Funktion der reellen Verinderlichen «, ¢; f(s) sei 
eine gegebene Funktion von s und g(s) werde als die zu bestimmende 
‘Funktion von s angesehen; jede der Verinderlichen s, ¢ mége sich in dem 
Intervalle a bis b bewegen: dann heife 


f(s) = [K(s, t) p () dt 


eine Integralgleichung erster Art und 


f(s) = 9(s) —4 [K(s, t) dt 


eine Integralgleichung zweiter Art; dabei bedeutet A een Parameter. 
Die Funktion K(s,?¢) heiBe der Kern der Integralgleichung. 


Durch die Randwertaufgabe in der Potentialtheorie wurde zuerst 
Gau8B auf eine besondere Integralgleichung gefiihrt; die Benennung 
,lntegraleleichung“ hat bereits P. du Bois-Reymond') angewandt. Die 
erste Methode zur Auflosung der Integraleleichung zweiter Art riihrt von 
C. Neumann’) her; dieser Methode zufolge erscheint die Funktion g (s) 
direkt als eine unendliche Reihe, die nach Potenzen des Parameters 4 fort- 
schreitet und deren Koeffizienten gewisse durch mehrfache Integrale 
definierte Funktionen von s sind. Hine andere Formel zur Auflésung der 
Integralgleichung zweiter Art fand Fredholm*), indem es ihm gelang, 
(s) als Bruch darzustellen, dessen Zahler eine bestindig konvergente 
Potenzreihe in 4 mit gewissen von s abhingigen Koeffizienten ist, wahrend 
als Nenner eine bestiindig konvergente Potenzreihe in 4 mit numerischen 
Koeffizienten auftritt. Den direkten Nachweis der Ubereinstimmung der 


1) Bemerkungen tiber 4z2—0. Journ. f. Math. Bd. 103 (1888). 
2) Uber die Methode des arithmetischen Mittels. Leipz. Abh. Bd. 13 (1887). 
3) Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta mathematica Bd. 27 (1903), 
und die daselbst zitierte Abhandlung tiber denselben Gegenstand aus dem Jahre 1899. 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1 


2 Einleitung zu Kap. I—VI. 


Formeln von C. Neumann und Fredholm erbrachte auf meine Anregung 
hin Kellogg'). In dem besonderen Falle gewisser Randwertaufgaben 
in der Potentialtheorie hat Poincaré?) als der Erste den Parameter 1 
eingefiihrt, und ihm gelang es auch zuerst nachzuweisen, da die Losung 
notwendig als Quotient zweier bestaindig konvergenter Potenzreihen in 4 
darstellbar sein mu. Hine dritte Methode zur Lésung der Integralgleichung 
zweiter Art, die auch zugleich auf die Integralgleichung erster Art an- 
wendbar ist, werde ich in Kapitel XIII auseinandersetzen. Die Auflésung 
besonderer Integralgleichungen gelang Volterra’). In gewissen Fallen 
laBt sich die Integralgleichung erster Art auf die zweiter Art nach einer 
von mir angegebenen Methode*) zuriickfiihren. 

Die nahere Beschaftigung mit dem Gegenstande fiihrte mich zu der 
Erkenntnis, daB der systematische Aufbau einer allgemeinen Theorie der 
linearen Integralgleichungen fiir die gesamte Analysis, insbesondere fiir 
die Theorie der bestimmten Integrale und die Theorie der Entwicklung 
willkiirlicher Funktionen in unendliche Reihen, ferner fiir die Theorie der 
linearen Differentialeleichungen und der analytischen Funktionen sowie 
fiir die Potentialtheorie und Variationsrechnung von hédchster Bedeutung 
ist. Ich beabsichtige in diesem Buche die Frage nach der Lésung der Integral- 
gleichungen zu behandeln, vor allem aber den Zusammenhang und die 
allgemeinen Higenschaften der Losungen aufzusuchen, wobei ich meist die 
fiir meine Resultate wesentliche Voraussetzung mache, da der Kern K(s, ¢) 
der Integralgleichung eine symmetrische Funktion der Veranderlichen s, ¢ 
ist. Insbesondere im vierten Kapitel gelange ich zu Formeln, die die 
Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach gewissen ausgezeichneten 
Funktionen, die ich Eigenfunktionen nenne, lefern: es ist dies ein 
Resultat, in dem als spezielle Falle die bekannten Entwicklungen nach 
trigonometrischen, Besselschen, nach Kugel-, Laméschen und Sturm- 
schen Funktionen, sowie die Entwicklungen nach Funktionen mit mehreren 
Veranderlichen enthalten sind, wie sie zuerst Poincaré (a.a.Q.) bei seinen 
Untersuchungen iiber gewisse Randwertaufgaben in der Potentialtheorie 
nachwies. Meme Untersuchung wird zeigen, dap die Theorie der Ent- 
wicklung willkiirlicher Funktionen durchaus nicht die Heranziehung von 
gewodhnlichen oder partiellen Differentialglerchungen erfordert, sondern dap 


1) Zur Theorie der Integralgleichungen. Gdétt. Nachr. 1902. 

2) Sur les équations de la physique mathématique. Rendiconti del circolo di 
Palermo t. 8 (1894). La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet. Acta 
mathematica Bd. 20 (1896—97). 

3) Sopra alcune questioni di inversione di integrali definiti. Annali di mate- 
matica s. 2 t. 25 (1897.) 

4) Vgl. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen. Inaugural-Dissertation, 
Gottingen 1902, sowie Math. Ann. Bd. 58. 


Einleitung zu Kap. I—VI. iD 


die Integralglerchung es ist, die die notwendige Grundlage und den 
natirlichen Ausgangspunkt fiir eine Theorie der Reihenentwicklung bildet 
und das eben jene erwihnten Entwicklungen nach Orthogonalfunktionen 
nur Spezialfalle eines allgemeinen Integralsatzes sind — eines Satzes 
tiberdies, der als die direkte Erweiterung des bekannten algebraischen 
Satzes von der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form in 
die Summe von Quadraten anzusehen ist. Das merkwiirdigste Resultat 
ist, dap die Entwickelbarkeit einer Funktion nach den zu einer Integral- 
gleichung zweiter Art zugehorigen Eigenfunktionen als abhingig erscheint 
von der Lisbarkeit der entsprechenden Integralgleichung erster Art. 

Zugleich erhalt dabei die Frage nach der Existenz der Higenfunk- 
tionen eine neve und vollstindigere Beantwortung. In dem besonderen 
Fall der Randwertaufgaben der Potentialtheorie hat bekanntlich die Existenz 
der Higenfunktionen zuerst H. Weber’) auf Grund des Dirichlet- 
Thomsonschen Minimalprinzipes zu beweisen gesucht, und sodann hat 
Poincaré (a.a. O.) den Existenzbeweis mit Benutzung der von H. A. Schwarz 
ausgebildeten Methoden wirklich erbracht. Durch Anwendung meiner 
Theoreme folgt nacht nur die Existenz der Eigenfunktionen im allgemeinsten 
Falle, sondern meine Theorie liefert zugleich in einfacher Form eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz unendlich vieler 
Eigenfunktionen. 

Die Methode, die ich in den folgenden Kapiteln I—VI anwende, 
besteht darin, daB ich von einem algebraischen Problem, naimlich dem 
Problem der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form von » 
Variabeln in eine Quadratsumme, ausgehe und dann durch strenge Aus- 
fiihrung des Grenziiberganges fiir 7 = co zur Lésung des zu behandeln- 
den transzendenten Problemes gelange.”) Dieselben Theoreme iiber Integral- 
gleichungen mit symmetrischem Kern werde ich in Kapitel XIV auf einem 
anderen Wege mittels der Methode der unendlichvielen Variabeln entwickeln. 


Der leichteren FaBlichkeit und der kiirzeren Darstellung wegen habe 
ich mich bei Darlegung der allgemeinen Theorie stets auf den Fall einer 
Integralgleichung mit einfachem Integrale beschrankt. Doch sind die 
Methoden und Resultate auch giiltig, wenn in den oben angegebenen 
Integralgleichungen an Stelle der einfachen Integrale Doppel- oder mehr- 
fache Integrale stehen und K sodann entsprechend eine symmetrische 
Funktion zweier Reihen von Variabeln bedeutet. 

1) Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung du + h?w = 0. 


Math. Ann. Bd. 1. (1868.) 
2) Die Grundidee dieser Methode habe ich seit W.-S. 1900—1901 wiederholt im 


Seminar und in Vorlesungen zum Vortrag gebracht. 
1* 


4 Kap. I. Lésung des algebraischen Problems. 


Erstes Kapitel. 


Losung des algebraischen Problems. 
Es mégen K(s,¢), f(s), w(s) die zu Anfang dieser Mitteilung an- 


gegebene Bedeutung haben; jedoch nehmen wir das Intervall der Variabeln s, ¢ 
der Hinfachheit halber als das Intervall 0 bis 1 an; auBerdem sei K‘(s, #) 
eine symmetrische Funktion in s,¢. Ferner verstehen wir unter 7 eine 
bestimmte positive ganze Zahl und benutzen fiir die folgenden Beweis- 
fiihrungen die abkiirzenden Bezeichnungen: 

K,,=-E(<, i CPA = La ee) 


Nn 
Kay = Ky ty, + By ty y, + Koy toy, +--+ + Kon 
2K, UyYq9 Ee a Ky»); 


Me) 


Y= ek i= f (=), (Dial, 2. ese 
Ke, = 10, - Koa, 


In 
Kay Keo, Bat 4 


Kg me KC Kiet ee 


nnn? 


(ay Y= Bye Mg ee ee 


x 


Wn» 


n? 


Es ist offenbar 
Kay = |Ka, y| = |Ky, «]. 


Wir legen nun das algebraische Problem zugrunde: es seien aus den 
m linearen Gleichungen 


h=%—- 1K, Q, seems ata ln, Oe), 
fo = Po — (Ks, 9, a harem Kan Pn)) 


(1) 
oder kiirzer 


(De NS atk Oe Ree oem ere 


die » Unbekannten 9,, y,,..., , zu ermitteln, wihrend die Werte /, 


und die Koeffizienten IG, gegeben sind und / ebenfalls als ein bekannter 


Parameterwert anzusehen ist. Wir ziehen zugleich die Higenschaften der 
Lésungen und den Zusammenhang mit dem Problem der orthogonalen 
Transformation der quadratischen Form Kaa in Betracht. 


a 


Kap. I. Lésung des algebraischen Problems. 5 


Um dieses algebraische Problem zu lésen, gebrauchen wir die Deter- 


minanten 
1 ok Geen pare —1K,,, | 
Ee eer |, 
eee bE» ae LK 9, ? 1 Li | 
0 X41, X) > Xn | 
~ ee LK, UKs, RE sy | 
D(i, : ee Mat Ren te, (= TR 
Yn> re 7 Ls a a y) 1 LK in 


deren erste die Diskriminante der quadratischen Form 

|v, 2] —lKax 

x 
2 IK 
entsteht, wenn man darin allgemein y, durch 

KY, = Eons eee Use ster ct HG 

ersetzt, so gilt, wie leicht ersichtlich ist, identisch in z%, y und / die 
Gleichung: 


(3) a(l) [2, y] + DU, ) — 1D (1, oo =), 
Unser Problem bestand nun darin, aus den Gleichungen (1) oder (2) 
die m Unbekannten ,, g,, ..., g, zu ermitteln, d. h. eine Linearform 
L%, P] = U1 + Be P2 bo + Pn 
zu finden, die identisch in w die Gleichung 
[f, #] =[9, «] — '[Kg, 2] 


ist. Bezeichnen wir mit D (1 ‘) diejenige Determinante, die aus D (i, 4 


erfiillt. 

Diese Gleichung wird, wie aus (3) unmittelbar einleuchtet, durch die Formel: 
Dt 

(4) [z, y| Sere d(l) 


gelést. Wenn also der Parameterwert / so beschaffen ist, dab d(l) + 0 
ausfallt, so sind die Koeffizienten der Linearform (4) die gesuchten Werte 
der Unbekannten ,, 9, .-., y,- Dieses Resultat ist von der Voraus- 
setzung der Symmetrie K,, = K,, unabhingig. 
Bekanntlich sind die Wurzeln der Gleichung 
d(l) = 0 
samtlich reell; wir bezeichnen sie mit 
1, 72,22. 1M) 


und nehmen an, daf sie voneinander verschieden sind. 
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Bedeuten d,, (J), ..., d,,,(¢) die Unterdeterminanten der Determinante d (J) 
in bezug auf ihre 2 Diagonalelemente und ist d’(/) die Ableitung von d(/) 
nach J, so gilt identisch in / die Gleichung 

Ay OQ) +--+ + d,,(1) = nd) — la), 

und hieraus folet fiir J = 1”) 
(5) dyy(0) +++ + d,,(1) = — 10a (1), 
Da unserer Annahme zufolge d’(l) nicht Null sein kann, so sind auch 
die links stehenden Unterdeterminanten gewif nicht sémtlich Null, d. h. 
die homogenen Gleichungen 


(OMe peketee ea be N Bee ou ges sy 


besitzen fiir / 1 ein gewisses Lisungssystem 
ae Tre ie 
Pi = Ps +++) Pu = Pps 

das bis auf einen allen diesen m GréBen gemeinsamen Faktor eindeutig 


bestimmt ist. Da wegen (3) die Koeffizienten von y,,..., y, in dem 
Ausdruck 


D (1, ") 


Y, 
unabhingig von den Werten z,,... 2, Lésungen der homogenen Glei- 
chungen (6) sein miissen, so gilt der Ansatz 


D (i, i = [¥, 2] [p, y], 


wo der erste Faktor rechts eine lineare Form in a, ..., %, bedeutet. 
Hieraus folgt wegen der Symmetrie des Ausdrucks linker Hand bei Ver- 
tauschung von x mit y 


D (1, 1) = Cle, 2] [, v, 


wo unter C eine von 2, y unabhingige Konstante zu verstehen ist, und 
wenn wir den vorhin erwihnten gemeinsamen Faktor geeignet gewahlt 
denken, so finden wir 


(7) D (2, ") = a8 [p™, x| [o™, y|. 


Aus dieser Gleichung schlieBen wir durch Vergleich der Koeffizienten 
der Produkte 


TY;;5 eS Lan 
auf beiden Seiten die speziellere Formel 
(8) COMO are ams kU NCS A ee Nh 


und wegen (5) ist somit 
(9) [p, PP] = IMAM), — (h=1, 2, ..., m) 
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und sodann nach (7) 


ny & 
D G ), i) _ [9,2] [p™, 9] (eae a 
1 dl’ (I) [p, p®] ? a 

Die Gleichung (9) zeigt an, daB in den Gleichungen (7), (8) das obere 
bzw. das untere Vorzeichen auf der rechten Seite zu nehmen ist, je nach- 
dem /d'(1™) positiv oder negativ ausfallt. Die Gleichungen (6) schreiben 
wir als Identitét in x, wie folet 

(11) [p™, 2] = LO[g®, Ka] 

und entnehmen daraus, weil /” und / bei ungleichen Indizes verschieden 
sind, die Beziehung 


(10) 


[p, ©] =0, (hk). 
Um endlich den Zusammenhang mit der Theorie der orthogonalen 
Transformation der quadratischen Form zu erhalten, gehen wir von dem 


Ausdruck 
D() 


d (I) 
aus. Da der Zahler eine Funktion (m—1)-ten Grades in 7? und der 
Nenner vom mnten Grade in / ist, so erhalten wir nach den Regeln der 
Partialbruchentwicklung unter Benutzung von (10) 


ae x x 
() (n) 
Dil, i] Di i 1 Di ry) f 
aes on ee et Rig dU) J — Ta 
[p®, x] [p®, y] 3 le, a] [—™, y] 
ie [p®, pD] 1—I® fe vce [o™, p™] = T—1™? 


eine Formel, die identisch in 2, y, / erfillt ist. Fiir 7 = 0 gehen hieraus 
die Formeln 


D (i, 3) D (1, ”) 
(12) [x,y] = Td () SET ral gi (my 


[o, #] [p® [p™, e] (9, y] 


(13) or [p®), oD] #1 Erica (@ yg gp] 


hervor. Setzen wir hier an Stelle von y die lineare Kombination Ky, 
so erhalten wir mit Riicksicht auf (11) die Identitat 


D (i, Dye D (0, *) 
(14) Kay=[Kx,y]=|«, Ky|= ID)? d’ 0D) cage alm Im)? TT) 
(1) (1) (n) (nr) 
(15) on a Ts saa ean ae 


Wir fiigen noch die besonderen Formeln hinzu, die aus den beiden letzteren 
durch Gleichsetzen der 7 mit den y hervorgehen: 
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D (1, | D (u, 4 
ie ay 
(16) [a, a] ID @’ I) peo 1 a (U™) 
(o, a]? [p™, x]? 
~~ [p®, pO] a [p™, p™] 
D (1, z) D (1, A 
2) & we 
(17) Kan = (ID)? gq" ID) TT pm? G/T) 
[p®, a]? [p™, x]? 
si ID gD, pP] T - - + 1 [p™, p™] 


ZAweites Kapitel. 
Losung des transzendenten Problems. 


Wir erinnern an die Bedeutung der Gréfen K,,, wie sie am Anfange 
vom ersten Kapitel aus der Funktion K(s, ¢) gebildet worden sind, und 
nehmen an, daf K(s, t) eine stet¢ge Funktion der Variabeln s, ¢ in den be- 
trachteten Intervallen 0 bis 1 sein mége. Unsere Methode erheischt die 
strenge Durchfiihrung des Grenziiberganges fiir n = oo. Der im ersten 
Kapitel zunachst erledigten algebraischen Aufgabe entspricht das tran- 
szendente Problem, die Integralgleichung zweiter Art 


f(s) = 9(s) — 2 f K(s, p(bdt 


aufzulésen. Wir beschrinken uns in diesem zweiten Kapitel im wesent- 
lichen darauf, nach unserer Methode die zur Auflésung der Jntegral- 
gleichung nétigen Formeln zu gewinnen, wie sie von Fredholm zuerst 
angegeben worden sind. Hierbei wird die Symmetrie von A‘(s, ¢) noch 
nicht vorausgesetzt. 

Entwickeln wir d(l) nach Potenzen von /, wie folgt: 


d(t) =1—dl+d,P—---+a4,?, 
so ist, wenn / irgendeinen der Indizes 1, 2, ...,  bedeutet, 
| Foe, Bop Boy, is 
d, xa Ss ke ka ares: Kee ; ie So Des eae Ee pr i 
Ge Panta MEH eee eet Gs eon eae Dis Poy oy Dy ae, Dae 
Kye, Foy Bon | 


Die Summe rechter Hand besteht aus e Determinanten; nach einem be- 


kannten Satze*) iiberschreitet der absolute Wert einer jeden Determinante 


1) Hadamard, Bulletin des sciences mathématiques (2) XVII (1893). 


ee ee 
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gewif nicht die Grenze Vh' kK", wo K das Maximum der absoluten Be- 
trige der Funktionswerte K(s,¢) bedeutet. Hieraus entnehmen wir 
WY => hh ne Kk\" 
[a1 < (A) Vie Sr ok <(") 
d. h. es ist 
| di | eK\h 
(18) ne === Gay 
Andererseits finden wir leicht, wenn h festgehalten wird, in der 
Grenze bei unendlich wachsendem » 


l 
(19) £3 < <a 0), 


wo 0, die Bedeutung eines h-fachen Integrales hat: 
; 3 4 K (81, 81), K(s,, 8%), -- +, K(S, 8,) | 
bt fof BT ROE i Be ee eC ie een ds, ands 
: Se K(s, 5:); K(s,, S,), ee? K(s;, 7) | 
Aus (18) und (19) folgt auch 


eo 4, 5(6f) 


fos % , ‘ 
Wir fiihren nun die von Pee zuerst angegebene und wegen (20) 
bestandig konvergente Potenzreihe 


d(4) =1—0,44+ 0,1? —0,4°+--- 
ein und stellen dann folgenden Hilfssatz auf: 


Hilfssatz 1. Der Ausdruck d (- =) konvergiert bei unendlich wachsen- 


dem n gegen 0(2), und zwar ist diese Konvergenz eine gleichmafige 
fiir alle Werte von 4, deren absoluter Betrag unterhalb einer beliebig 
gewiihlten positiven Grenze 4 gelegen ist. In demselben Sinne konver- 


: Lal ek 7 
giert der Ausdruck — d (+) gegen 0’ (A). 

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, nehmen wir im Gegensatz zu dem- 
selben an, es existiere eine positive GréBe ¢ derart, daB ftir unendlich 


viele ganzzahlige m und zugehérige Werte von 2 mit absoluten Betrigen 
unterhalb  stets 


}d(G)—8@|>s 
ausfallt. Nunmehr wiahlen wir die ganze Zahl m so groB, dab folgende 
Bedingungen erfiillt sind: es soll fiir alle 4, deren absoluter Betrag unter- 
halb 4 liegt, ; 
(21) | Orn YOSSI in Ae Ee airs hes = 


sein; ferner sollen die Ungleichungen 
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(22) m > (2eK A)? 
z 1 € 
(23) 5% Sy 


erfiillt sein; dann ist gewiB im Hinblick auf (18) und (22) fiir jedes n 
auch 


d d 
th j mei Ame t Pak o - 


d(*)—1-S 44-4 = 

Se eae aes Ogee 

oder wegen (23)° 

6 ea A d, din m é 
Nachdem die ganze Zahl m in dieser Art bestimmt worden ist, 

wahlen wir die ganze Zahl n so groB, dai 


| d, d dine 
(25) ie thee et sos foe a) 
—(1-8,446,2----46, 4") <4 


ausfallt; wegen der Gleichung (19) ist eine soleche Bestimmung von n 
gewiB méglich. Die Ungleichungen (21), (24), (25) zeigen nun, daf der 


Unterschied zwischen d (<) und 0(A) absolut genommen weniger als « 


betragen mu; diese Folgerung widerspricht unserer Annahme, und damit 
ist Hilfssatz 1 bewiesen. 


Um zu erkennen, wie sich fiir die Determinante D(i,*) der Grenz- 


tibergang zum transzendenten Problem gestaltet, verstehen wir unter 2(s) _ 
und y(s) zwei willkiirliche stetige Funktionen der reellen Variabeln s im 
Intervall 0 bis 1 und setzen allgemein 


oa (B) 4a (0) 


x 


in jene Determinante D (7 


) ein. Sodann entwickeln wir dieselbe nach 


Potenzen yon J, wie folgt: 


D(i,)) Sib Ga w () + D;(7)#— 5D, (G) ie 


und finden leicht in der Grenze bei unendlich wachsendem n, wenn h 
festbleibt, 
x 
Pit) 


WE, nr ice (3) 


wo 4,(~) die Bedeutung eines h-fachen Integrales hat: 
h y $ te) 
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0, H(S;),  @(8,) 6. (S;) 


zal maf fl y(su; BER) FASS 8) or K(s,, $;) ‘ds, --- d3,. 


Os Ks op K(s4, ae -, K(S;,, 8,) 
Fiihren wir nun die bestiindig konvergente Potenzreihe ein: 
x x x Les 
Ald, ) =A) — 4G) e+ eG) Boos 
so folgt durch einen entsprechenden Beweis wie vorhin der folgende 
Hilfssatz: 
a 


Hilfssatz 2. Der Ausdruck — D (= 


a a konvergiert bei unendlich 


x : . ; ‘ 
wachsendem n gegen 4 (2, ae und zwar ist diese Konvergenz eine gleich- 


miaBige fiir alle 4, deren absoluter Betrag unterhalb einer beliebig ge- 
wahlten positiven Grenze 4 gelegen ist. 

'Wie man sieht, ist 4 (2, | eine Potenzreihe in A, deren Koeffizienten 
noch von den willkiirlichen Funktionen x(s), y(s) abhangen. 

Wir gehen dazu iiber, in der Formel (3) den Grenziibergang fiir 


n = co zu volliziehen. 
Bedenken wir, daB zufolge der eingangs eingefiihrten Abkiirzungen 


Ky a Te Gets Ko 42 + PL ee, 


Dp 
ra aoe at) t EEG a) Ys) 


ist, so erhalten wir durch das namliche Verfahren, das zu den Hilfs- 
sitzen 1 und 2 fiihrte, die Formel 


a X x we is a 
Pag i etry, 
x 
= {4( =) 1 
"Y/] VG) =[K(s,)y (dat 
0 


1 
1h ce ee eli y(t) dt. 


Setzen wir daher in der Formel (3) i=" ein und dividieren dieselbe 


durch n, so liefert der Grenziibergang fiir unendlich wachsende n: 


(26) 8G) frul)as+ a(t y) af (4 (2 AN es ran (OU =0 


Diese Formel ist eine Identitaét in 4 und gilt, wenn x(s), y(s) irgend- 
welche stetige Funktionen ihres Argumentes sind. 
Setzen wir in dieser Formel (26) 
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a(r) = K(s,r) und yr) = KG,0) 
ein und benutzen die Abkiirzune 


x 
(27) AAs = 4, (4) yy — 8 EG, 8), 
y “3 y(r)=K(r, t) 
so geht (26) tiber in 
1 
(28) d(a) K(s, 4) + 4(a; 8,t) —4 f 4G; 8,7) K(r, t) dr = 0. 
0 


Setzt man endlich 


VAN ARS 
K(s, t) ag tee a ne 
so erhalt man 
A 
(29) K(s, t) =K(s, t) —4 f K(s, r) K(r, t)dr. 
0 


Ebenso erhalt man, von der zu (3) analogen Identitat 
x\ 7 x\7 
a (e, y+ [DU A)|—-t DG a) |, orn 


der D gleichfalls geniigt, ausgehend, die Gleichung 


(29') K(s, t) = K(s, ¢) — Lf K(s, r) K(x, t) dr. 


Im vorstehenden sind 4(d;s,t) und K(s,?¢) Funktionen der reellen 
Verinderlichen s, ¢, die noch den Parameter 4 enthalten; die Formeln (28), 
(29) und (29’) gelten identisch in s, ¢ und 4. 

Die Funktion K(s,7) heiBe die lésende Funktion fiir den Kern 
K(s,¢); mittels derselben laBt sich nimlich die zugrunde gelegte Integral- 
gleichung zweiter Art 


f(s) = 9(s) —4,f K(s, t) ep dt 


aufldsen, wie folet: 
1 
y(s) =F) +A K(s, DO at. 
0 


Man erkennt dies sofort durch Hinfiihrung der rechten Seite der letzten 
Formel in die voranstehende Integralgleichung; zugleich erkennen wir, 
da auch umgekehrt die zweite Integraleleichung durch die erste auf- 
gelést wird, die Hindeutigkeit der Auflosung der Integralgleichung zweiter 
Art fiir solche 4, die nicht Nullstellen von 0(A) sind. 

Fir 4(4;s,¢) erhalten wir aus den obigen Angaben die Reihen- 
entwicklung 


A(a;s, 2) =— K(s,t) + 4,(s, 04 — 4,(8,0) 2+ —--., 
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1E(S, 1), IE(S, 3), . +, K(S,/8,) 


1 
A,(s; 8) = 5, (eect (8); K (81,81), ++, K(8,,8;) dS ees: 
; Bo: «Re eee Bana ececeiembe ca feos rie 


K(8,,t), K(8,,51), -.-, K(s,, 8) 
bedeutet. Aus dieser Formel folgt leicht die Identitét in 21: 


(30) 0’(A) = a0; Si S)as. 


Die so erhaltenen Formeln sind nichts anderes als die bereits mehr- 
mals erwahnten Formeln von Fredholm. 


Drittes Kapitel. 


Das transzendente Problem, welches der orthogonalen Trans- 
formation der quadratischen Form in eine Quadratsumme 
entspricht, 


Unsere wichtigste Aufgabe besteht darin, diejenigen algebraischen 
Untersuchungen im ersten Kapitel, welche die orthogonale Transformation 
der quadratischen Form Azz betreffen, durch Ausfiihrung des Grenz- 
iiberganges fiir n = co auf das transzendente Gebiet zu iibertragen. Von 
hier ab machen wir die wesentliche Voraussetzung, dai K(s,t) eine 
symmetrische Funktion in s und ¢ ist. 

Zu dem Zwecke. beweisen wir zunichst foleende Satze iiber die Null- 
stellen von 0(A). 

Satz 1. Die Funktion 0(1) besitet keine komplexen Nullstellen. 

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil das Vorhandensein einer 
solchen Nullstelle an, schlagen dann um dieselbe als Mittelpunkt in der 
komplexen i-Hbene einen Kreis, auf dessen Peripherie und in dessen 
Inneres keine weitere Nullstelle von d(A) fallt und auf dessen Peripherie 


tiberdies 0’(4) von Null verschieden ist. Da d (—) nach Hilfssatz 1 ftir 


. . op: \ a he i r , 
unendlich wachsendes » gleichmaBig gegen 0(1) und —d (=) gegen 0 (1) 


konvergiert, so miiBte fiir gentigend groBe Werte von nm auf der ganzen 


a(5) 


Peripherie jenes Kreises der Quotient re ~ sich von den Werten des 
0” (2) ee : 
Quotienten aay U™ beliebig wenig unterscheiden, und ebenso wiirde dann 


auch der Unterschied der tiber die Kreisperipherie erstreckten Integrale 
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beliebig nahe an Null liegen; dies aber ware unméglich; denn das erste 
Integral hat den Wert Null, da die Nullstellen von a(=) simtlich reell 


sind, das letzte Integral dagegen wird derjenigen ganzen Zahl gleich, die 
die Vielfachheit der Nullstelle von 0(A) im Kreismittelpunkt angibt. 
In ahnlcher Weise erkennen wir auf Grund der in Hilfssatz 1 an- 
gegebenen gleichmaBigen Konvergenz auch folgende Tatsache: 
Satz 2. Wir denken uns fiir gede der Gleichungen d(l) =0 thre 
n Wurzelr dem absoluten Betrage nach geordnet 
(Reo ernie array 


derart, dap, wenn entgegengesetzt gleiche Wurzeln vorhanden sind, die 
positive vorangeht und iiberdies beim Vorhandenseim mehrfacher Wurzeln 
jede so oft gesetazt werden soll, als thre Vielfachheit betrdgt. Ebenso ordne 
man die Nullstellen von 0(A), soweit solche da sind: alsdann ist 
TINO AD Til Oe Oe Oe 

Man darf jedoch aus Satz 2 keineswegs auf die Hxistenz von Null- 
stellen von 0(A) schlieBen, da sehr wohl der Fall eintreten kénnte, dab 
bereits mJ fiir unendlich wachsendes » absolut iiber alle Grenzen zu- 
nimmt. 

Wir fiihren hier noch folgende Bezeichnungen ‘ein: die Nullstellen 
von 0(A) mégen die zum Kern K(s,t) gehorigen Eigenwerte heien. 

Unter X(s, 7?) wurde bisher irgendeine symmetrische Funktion der 
reellen Verainderlichen s,¢ verstanden; wir machen nun in diesem dritten 
Kapitel durchweg die Annahme, daf die zu K(s, ¢t) gehérige Funktion (A) 
keine mehrfache Nullstelle besitzen modge, so dab fiir eine jede 
Wurzel der Gleichung 0(A) = 0 gewiB 0’(2) von Null verschieden ausfallt. 

Wir haben ferner zu beachten, daB die gegen Schlu8 des ersten 
Kapitels entwickelte Transformationstheorie der quadratischen aus K(s, t) 
gebildeten Form 


Kae = SK, otal (OG =. 2a) 
zur Voraussetzung hatte, dai die Determinante d(/) keine mehrfache Null- 
stelle besitzt. Sollte nun fiir irgendwelche Werte von m die zu K(s, ¢) 
gehériye Determinante d(/) eine mehrfache Nullstelle aufweisen, so ver- 
fahre man in folgender Weise: man denke sich fiir jeden solchen Wert 
von » an Stelle von K(s,¢) eine modifizierte Funktion K (s, t) gesetzt, 
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so daB die Nullstellen der entsprechend gebildeten Determinante d (I) fiir 
K(s,¢) simtlich einfach ausfallen; doch sollen die Werte der modifizierten 
Funktion K(s,¢) sich von denen des urspriinglichen Kerns K(s, ¢) nur 
so wenig unterscheiden, daf fiir alle Werte der Variabeln s,t, fiir alle 
Indizes (h= 1, 2,...,) und fiir alle Paare von stetigen Funktionen x(s), 
y(s) die Ungleichungen 


a 1 
| K(s,t) — K(s, t) | = Fy 
| d, ee d, | <= ih 
Th 1 
Ra a2 Gade onee y 
| x = of @\ | 
DG) —D.(F)| < M@)- MW) 
erfiillt, sind; dabei bedeuten d,, D,(*) die Koeffizienten der entsprechend 
fiir K(s,t) gebildeten Determinanten d(l), D (i, Ft) , ferner 7“ die ent- 
sprechenden Nullstellen von d(J) und M(x), M(y) sollen die Maxima 
der absoluten Werte der Funktionen x(s) bzw. y(s) sein. Offenbar nihern 
sich dann die Ausdriicke 
a =/h i Ee hoe oe 
IAS 1.)s d (—); Ne 
fiir unendlich wachsendes » gleichmiBig den Grenzen bzw. 
( x 
KL MOG, A(4,0), 


d. h. den nimlichen Grenzen, wie die mittels des nicht modifizierten 
Kernes gebildeten Ausdriicke. Wir sind dadurch in den Stand gesetzt, 
auch diejenigen Formeln der im ersten Kapitel entwickelten Theorie der 
quadratischen Form Kaz anzuwenden, zu deren Giiltigkeit das Nicht- 
vorhandensein mehrfacher Nullstellen von d(/) eine notwendige Voraus- 
setzung war. Obwohl wir in den fraglichen Fallen mit den modifizierten 
Ausdriicken operieren miissen, wollen wir doch fortan bei unserer Dar- 
stellung der gréBeren Ubersicht halber die urspriinglichen Ausdriicke ohne 
die Querstriche beibehalten. 

Es bezeichne 4 die h'® Nullstelle von 0(2) unter Beachtung der 
8. 14 festgesetzten Reihenfolge; aus (26) folgt 


(31) A (2%, ‘| = 4 i [4 (4%, st )) COLL 


und wegen der Symmetrie des Ausdruckes A (i, in bezug auf x(s), 
y(s) ist daher auch: 


1 


(09,5) =2 40 Naren 


0 
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und, wenn wir hierin y(r) = K(, t) eimsetzen: 


1 a 
( Gio 2h ay) a) © 
(4 (2 Shs: : J {4 (2 i) bepexee 205) 4 
y(r) = K(r, t) 
oder im Hinblick auf (27) 
() = (0). 
(32) {4 (4 ; rae a =f aa s, t) a(s)ds. 
Aus (31) und (32) erhalten wir 
(33) A (a, ia = 10 J / A(A: 8, t) x(s) y(b) ds dt. 
Zugleich ergiebt sich, wenn wir in (32) x(r) = K(r,s) einfithren, im 


Hinblick auf (27) 
al 
(34) A(M; 8, t) = 1 f A(AM; 7, t) K(7, 8) dr. 
0 


Nunmehr bezeichne /”) die h'® Nullstelle von d(l) unter Beachtung 
der oben festgesetzten Reihenfolge. Wegen Formel (7) ist allgemein 
I My 1 ac — 0 ob 7 I Y 
(0,3) 20,2) —D(,2) D(. 8), 
und hieraus folgt in der Grenze fiir unendlich wachsendes n 
ee One aw * On 
A (40,7) 4 (a, 2) = 4 (2, 2) 4 (0, Be), 
wenn hierin a#*, y* ebenso wie a, y stetige Funktionen ihres Argumentes 
vorstellen, und folglich im Hinblick auf (27) 


(35) AROS 1) 1 Aer 7 AD ae See CA) ed ol 
Wegen (30) ist 
il 
(36) {4 8, 8) ds = 3a), 
b 


und da unserer Annahme zufolge die Nullstellen von 0(A) saimtlich ein- 
fach sind, so fallt 0’(A) von Null verschieden aus, und folglich ist auch 
gewiB 4(4”; s,s) nicht identisch fiir alle Werte von s Null; es sei s* ein 
solcher spezieller Wert, daf 4(A”; s*, s*) von Null verschieden ausfallt. 
Alsdann setzen wir 


RA) iad 4 

7 (f) = 
(37) p(s) Vien 1M, §# 5) 
dadurch ist p(s) als eine stetige Funktion der Variabeln s definiert: sie 
heiBe die zw dem Higenwerte 4 gehorige Higenfunktion. Wir ge- 
winnen aus (35), (37), wenn wir noch ¢* durch s* ersetzen, die Gleichung 


(38) 10 AA; 8, 2) = + G(s) gO). 


A; Syst 
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Mit Hilfe von (36) folet mithin 
1 
fig@y2as = + 184%, 
5 


und daraus erkennen wir, daf in den beiden letzten Gleichungen das 
obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem 4 6’(A™) positiv oder 
negativ ausfallt. 

Unter Hinzuziehung von (33) leiten wir noch die Formeln ab: 


ZAG +f p(s) a(s) ds 4) POCNIOuS 
und 

A [a 3) J 99) x(s) ds - fo (s)y(s) ds 

Tm rany ~~ 


1 
Cx (s))? ds 
0 


Endlich ergibt die Formel (34) in Verbindung mit (38) nach Weglassung 
des Faktors g(t) 


1 
p(s) = Mf K(s, t) pO at, 
0 


und hieraus leiten wir, wenn g“)(s) die zu einem anderen Higenwerte 4” 
gehorige Higenfunktion bezeichnet, sofort die Gleichung ab: 


fo (s) gp (s) ds = OQ, (h a k). 
0 


Oftmals ist es im Interesse einer kiirzeren Schreibweise vorzuziehen, 
an Stelle der Higenfunktionen g”)(s) die Funktionen 


p(s) 22 (s) j 
| V fo» (s))2ds 


einzufiihren; dieselben mégen normierte Kigenfunktionen oder, wenn 
ein Mifverstaéndnis ausgeschlossen erscheint, Higenfunktionen schlecht- 
weg heifen: sie geniigen den Gleichungen 


yj (a, ) 
(39) Oe UD) = fo (s) x(s) ds - fee y(s) ds 


f@oyas = 1, 
0 
1 
LH) v(s)ds=90, (+h) 
0 


(40) y(s) = 1 [ K(s, t) oh) dt. 
0 
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Nunmehr haben wir die Vorbereitungen beendet, um diejenige Frage- 
stellung zu erledigen, welche aus dem algebraischen Problem der ortho- 
gonalen Transformation der quadratischen Form beim Grenziibergange fiir 
unendlich wachsendes  entsteht. 

Wir haben am SchluB des ersten Kapitels die Formeln erhalten: 


(1) a (0° a (4) ) 
Diy ean ia DW, 


[x, a] We 1 a’ (1) 3 1?) a’ (a) eter 1) a’ () ? 


xz 
D(a, *) es ie () of ae 
ag (@) a ie, (h pol’ ( ries, ONG) n). 
Die letzte Formel zeigt, dafi jedes Gled der Summe rechter Hand im 
Ausdruck fiir [v, x] positiv ausfallt; mithin gilt, wenn m irgendeine 
ganze Zahl unterhalb » bedeutet, die Wate 


D (yt) bh D (7m+ 2) ab i 
l 9 l ? 


(41) 


qtr) gr (gmt 0)) ae) SORE ae ae ss [x, x]. 
Da wegen 
L[o™, a] [e, v1 | S43 (le, a? + [e®, yf) 
notwendig 


a(ers)| (2) , 208) 


+ (7(h)\ Mow (1) I 1) d’ (1) 3 


Mad () 


ist, so folgt, indem wir (41) anwenden 
D (xo D(im+9,”) 
Spe OY y/ 
Pe Kas Eee Tr) 


und mithin ist um so mehr die Summe der » — m letzten Glieder auf der 
rechten Seite der Formel oe absolut nicht gréBer als 


one = <4, a] +y,y), 


Ma) 


+ 


2 | Taal (Lv, |] + Ly, y]); 


demnach ist mit Riticksicht auf jene Formel (14) auch 


DQ D(q®, ” D(, i 
oe a, oy) 
xY Cs di (i) iv (Dy da’ (1) SUR (20)? a (6) Ns 2 


Ser] (lz, #] + [y, y]). 


(42) 


In dieser Formel wollen wir, wie bereits frtiher geschehen ist, 


K,,— K(2, 4) x,— 2 (2), y= 9 (2) 
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eingesetzt denken und sodann nach Division durch n?, wahrend m fest- 
bleibt, den Grenziibergang fiir m— oo ausfiihren. Berticksichtigen wir 
die Grenzgleichungen: 


ce 
1 1 p 4 ‘ 
ae Kay ae ak ee a HY ies f)n(s)y () ds dt, 
a6 nl” poe AM), 


nrn=o 


1 


ib 
Le feeds, LI — feeds 
nr =0o 0 


N= 
0 


und beachten wir, da8 den Hilfssitzen 1 und 2 gem&S die Ausdriicke 


5 D (>; 4) und eae (—) gleichmaBig fiir alle unterhalb einer festen 


n 
Grenze liegenden 2 gegen 4 (2, 4 bzw. 0’(A) konvergieren, so geht die 
Ungleichung (42) in die folgende iiber: 
| let A (2, ‘| A (2, é) 

(43) | J JK, t) a(s) y(t) ds dt — RTOs a CEA 

m a 
= eas +) 
(Aim)? é’ (A) 


1 1 
aS (fea)? ds +f (yis)eas) . 
2 amen) \Y J 


Nunmehr benutzen wir die Tatsache, da die Higenwerte A), falls 
es ihrer unendlich viele gibt, mit unendlich wachsendem m absolut ge- 
nommen selbst tiber jede Grenze wachsen, und erkennen dann mit Hilfe 
der Formel (39), indem wir noch statt der Integrationsgrenzen 0,1 die 
allgemeineren Grenzen a, b einfiihren, folgendes grundlegende Theorem: 

Theorem. Es sei der Kern K(s,t) einer Integralgleichung 
eweiter Art 


II\ 


f(s) = p(s) — 4 f Els, lp at 


eine symmetrische stetige Funktion von s, t; ferner seien ” die 
zu K(s,t) gehdrigen Eigenwerte und w(s) die zugehorigen nor- 
mierten Eigenfunktionen; endlich seien x(s), y(s) irgendwelche 
stetige Funktionen von s: alsdann gilt die Entwicklung 


(44) ne K(s,0)x(s)y(ds dt = 55, f y(s)a(s) ds fos) y(s) ds 


b b 
+ cis, [¥%(s)a(s)ds- fv (s)y(s)ds-+--, 


wobei die Reihe rechter Hand absolut und gleichmdapfig fir alle 


Funktionen «(s), y(s) konvergiert, fiir welche die Integrale 
he 
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ae b 
[@@)ds, COE 


unterhalb einer festen endlichen Grenze bleiben. 

Dies ist dasjenige Theorem, das fiir ~(s) = y(s) dem im ersten Kapitel 
genannten algebraischen Satze tiber die Transformation einer quadratischen 
Form in die Quadratsumme von linearen Formen entspricht. 

Hinige unmittelbare Folgerungen dieses Theorems sind folgende: 

Die namlichen Higenwerte 4”) und Higenfunktionen ~”)(s) kénunen 
nicht noch zu einem anderen von A(s,¢) verschiedenen Kern gehéren; 
die A” und ~(s) bestimmen vielmehr in ihrer Gesamtheit den 
Kern K(s,t) vollstindig, 

Setzt man in die Formel des Theorems an Stelle von y(t) das Inte- 


b 
gral [KO, t)y(r)dr ein, so entsteht mit Riicksicht auf (40) die folgende 


Formel: 
b 


iF ‘[KK(s,t) «(s)y(dsdt = ane fv (s)a(s)ds - [¥y(s)y(s)ds 


5 b 
1 2 
+ gaye {YE} HO)as- fUMy—)ds + -- 
wobei zur Abkiirzung 


KK(s,t) = [K(s,r) K(t,r) dr 


gesetzt ist; diese Funktion KK(s,¢) mége der aus K(s,t) eweifach zu- 
sammengesetzte Kern heiBen. Aus Formel (44) erkennen wir, daB der 
aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte Kern dieselben Higenfunktionen 
besitzt, wie K(s,t), waihrend die Higenwerte die Quadrate der zu K(s,t) 
gehérigen Higenwerte sind. 

Es mége hier noch eine Verallgemeinerung der Forme] (29) Platz 
finden. Bringen wir namlich die Abhingigkeit der lésenden Funktion K(s, ¢) 
vom Parameter 2 zum Ausdruck, indem wir fiir dieselbe die Bezeichnung 
K (A; s,¢) anwenden, und setzen wir zur vortibergehenden Abkiirzung 


P b 
F(s, t) =K(A; 5, t) — K(w; s, #) + (w— a) fK(A; 8, 7) K(us 2, 8) dr, 
so erhalten wir mittelst wiederholter Anwendung von (29’) die Identitat 
b 
F(s, t) —afK(r, 8) F(r, ) dr =0 


und diese zeigt zu Folge einer Bemerkung am Schlu8 von II, da Fs, ¢) 
jedenfalls ftir jeden solchen Wert von 4 verschwindet, der von den Higen- 
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werten 4”) verschieden ausfallt. Daher ist F(s,t) notwendig fiir alle 
Argumente 4, wu, s,¢ identisch Null, d. h. es gilt die allgemeine Formel 


b 
(45) K(As 8) —K(ws9, ) = (2 — w) [K (a5, 1) K(us 58) ar, 
Diese Formel kénnen wir auch in der Gestalt schreiben: 
i) 
(46) K(w5.s, 4) = KA + uj st) —2fK(A + 435, 7) K(u; 9, f) dr; 


hieraus folgt, da8, wenn wir K(w;s, ¢) als Kern fiir eine Integralgleichung 
zweiter Art nehmen, die zugehérige lésende Funktion notwendig K(A + wu; s, ¢) 
ist. Zugleich finden wir 


b 
WO (s 
JOPOKG; 8 Nat = 
und erkennen hieraus, dai zum Kern K (uw; s,¢) dieselben Higenfunktionen 
wie zum Kern K(s,¢) gehéren, wihrend die zugehérigen Higenwerte die 


GréBen 2% — w sind. 


Viertes Kapitel. 


Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach 
Kigenfunktionen. 


Die erste wichtige Anwendung des im dritten Kapitel bewiesenen 
Theorems geschehe zur Beantwortung der Frage nach der Existenz der 
Higenwerte 4. Diese Frage ist von besonderem Interesse, weil die ent- 
sprechende speziellere Aufgabe in der Theorie der linearen partiellen 
Differentialoleichungen, namlich der Nachweis der Hxistenz gewisser aus- 
gezeichneter Werte fiir die in der Differentialgleichung oder in der Rand- 
bedingung auftretenden Parameter bisher wesentliche Schwierigkeiten ver- 
ursacht hat. Durch Heranziehung unseres Theorems wird die weit all- 
gemeinere Frage nach der Hxistenz der Higenwerte, die zu einer Integral- 
gleichung zweiter Art gehdren, auf einfache und vollstindige Weise 
beantwortet. Nehmen wir nimlich an, es gibe keine oder nur eine 
endliche Anzahl, etwa m Higenwerte, so ist die in dem Theorem auftretende 
Reihe (44) eine endliche mit m Gliedern und, da die Formel (44) des 
Theorems fiir alle stetigen Funktionen #(s) und y(s) gelten soll, so folgt 
aus derselben mit Notwendigkeit 


K(s, 1) = ap 9S) YOO $2 + as YOO VME, 
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d. h. K(s,¢) vermag, wenn man eine der beiden Variablen, etwa ¢, als 
Parameter auffaSt und diesem irgendwelche konstante Werte erteilt, nur 
m linear unabhingige Funktionen der anderen Variabeln s darzustellen. 
Umgekehrt, wenn K(s,¢) diese Besonderheit aufweist, so verschwinden, 
wie man sieht, alle Koeffizienten der Potenzreihe 0(2), die mit einer 
hdheren als der m-ten Potenz von 2 multipliziert sind, d.h. d(4) wird 
eine ganze rationale Funktion in A, und es gibt dann gewif nur m Higen- 
werte. Wir sprechen somit den Satz aus: 

Satz 8. Die zu K(s, t) gehorigen Eigenwerte sind stets in unendlicher 
Anzahl vorhanden — es sei denn, dap K(s,t) als eine endliche Summe 
von Produkten darstellbar ist, deren einer Faktor nur von s, deren anderer 
nur von t abhingt; tritt dieser Fall em, so ist die Zahl der Eigenwerte 
gleich der Anzahl der Summanden im jener Summe, und 0(d) ist eine 
ganze rationale Funktion von emem Grade gleich dieser Anzahl.*) 

Wir wenden uns nunmehr zu der Frage der Entwicklung jener will- 
kiirlichen Funktion in eine unendliche Reihe, die nach Higenfunktionen 
fortschreitet. Fiihren wir in die Formel (44) unseres Theorems 


y(t) m4 KG, t) 
ein und setzen 
tay We) 


f(r) =f [K(s, t) K(r, 6) a(s) ds dt, 


aa 


bedenken wir sodann, daf mit Riicksicht auf (40) 
p 1 b 
J f(r) yr) dr = Gin Me a(s)w™ (s) ds 
wird, so geht die Formel (44) unseres Theorems iiber in 
b b 
f(r) =f f(s) ¥O(s)ds-¥(r) + f(s) ¥(s)ds- y(n) +--, 


d. h. es gilt der Satz: 
Satz 4. Wenn eine Funktion f(s) sich in der Gestalt 


bb 


f(s) =f [KG, t) K(s, t)h(r) dr dt 


aa 


darstellen lapt, wo h(r) eine stetige Funktion von r ist, so laBt sie sich auf 


1) Der von mir hier zuerst aufgestellte und bewiesene Satz von der Existenz eines 
Eigenwertes ftir jeden nicht identisch verschwindenden Kern bildet einen integrieren- 
den Bestandteil meiner Theorie und ist, als ich meine Untersuchungen tiber Integral- 
gleichungen begann, eines meiner friihesten Ergebnisse gewesen; in neueren Arbeiten 
findet sich — offenbar versehentlich — eine gegenteilige Behauptung ausgesprochen. 
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a 


die Fouriersche Weise nm eine nach Kigenfunktionen des Kernes K (s, t) 
fortschreitende Rethe entwickeln, wie folgt 


PS) = 6, 9O(s) + p(s) +33 
Cn = f f(s) ¥(s) ds. 


Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmapig.*) 

Die in diesem Satze gemachte Voraussetzung tiber f(s) ist gleich- 
bedeutend mit der Forderung, es soll eine stetige Funktion h(s) geben, 
so da die Integraldarstellung 


f(s) aie) t)h(t)dt 


gilt, oder auch mit der Forderung, es soll zwei stetige Funktionen g(s) 
und h(s) geben, so dab 


f(s) =f K(s, t) gb dt, 


q(s) ia t) h(t) dt 


wird. 
Wenn K(s,¢) eine solche symmetrische Funktion von s,¢ ist, dab 
die Gleichung 


{ORE t)g(s)ds =0 


sich niemals durch eine stetige von Null verschiedene Funktion g(s) 
identisch in ¢ erfiillen lift, so heibe K(s,¢) ein abgeschlossener Kern. 
Es ist leicht, aus Satz 3 zu erkennen, daB zu einem abgeschlossenen Kern 
stets unendlich viele Higenwerte gehéren. Ferner kénnen wir fiir einen 
abgeschlossenen Kern folgende Behauptungen aufstellen: 


Satz 5. Es sei K(s,t) em abgeschlossener Kern und p(s) die 
zugehorigen Eigenfunktionen: wenn dann h(s) eine stetige Funktion ist, so 
daB fiir alle m die Gleichung 


b 
res) p(s) ds = 0 
erfiillt ist, so ist h(s) adentisch Null. 


1) Das soll heiBen: die Reibe der absolut genommenen Glieder konvergiert 
gleichmabig. 
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Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir 


g(s) = [K(s, )h(Oat, 


f(s) = fK(s, \g (at 


Nach Satz 4 gestattet f(s) die Entwicklung nach den Higenfunktionen 
ws), und zwar erhalt man fiir die Koeffizienten dieser Entwicklung 


6 b bd 
1 1 
Cm =f1(s) w(s)ds = im J 9(8) y™)(s)ds = qaompe,) (8) HM) ds =); 


folglich ist f(s) identisch Null. Da K(s, ¢) ein abgeschlossener Kern sein 
sollte, so folgt hieraus zuniichst g(s) = 0 und sodann auch h(s) = 0. 
Satz 6. Es sei K(s,t) ein abgeschlossener Kern und f(s) irgend- 
eine stetige Funktion: wenn sich alsdann herausstellt, dab die mm Fourier- 
scher Weise gebildete Rethe 
e p(s) + Co (s) te:, 


on, = fA) (8) ds 


gleichmapig konvergiert, so stellt sie die Funktion f(s) dar. 

In der Tat erweist sich die Differenz von f(s) und der durch jene 
Reihe dargestellten Funktion von s unter Benutzung des Satzes 5 als Null, 

Fir die Entwickelbarkeit* einer willkiirlichen Funktion f(s) nach 
Eigenfunktionen haben wir in den Sitzen 4 und 6 gewisse Kriterien auf- 
gestellt. Wir kénnen die Bedingungen des Satzes 4 wesentlich: verein- 
fachen; es gilt namlich der Satz: 

Satz 7.°) Jede unter Vermittlung einer stetigen Funktion g(s) durch 
das Integral 


f(s) =f K(s, g(t) at 


darstellbare Funktion ist in eine nach Exgenfunktionen fortschreitende Reihe 
auf Fourversche Weise entwickelbar, wie folgt 


f(s) = e¥(s) + e¥(s) + +>, 
Cn = J £(s)ver(s) ds. 


Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmapig. 


1) Vgl. die auf E. Schmidt beztigliche Anmerkung in Kapitel XIV sowie den 
dort von mir gegebenen Beweis des Satzes 7 mittels der Methode der unendlichvielen 
Variabeln. 
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Den Beweis fiihren wir hier nur unter einer gewissen Voraussetzung 
itiber den Kern K(s,¢). Wir wollen namlich eine symmetrische stetige 
Funktion K(s, ¢) dann einen allgemeinen Kern nennen, wenn es moglich 
ist, zu jeder stetigen Funktion g(s) und zu jedem beliebig kleinen posi- 
tiven ¢ stets eine stetige Funktion h(s) zu ermitteln, so da’, wenn 


a(s)=g9(s) pina t)h(t)dt 
gesetzt wird, die Ungleichung 
We (s)?ds <é 
gilt, d. h. der Kern K(s, t) heiBt allgemein, wenn das Integral 
[KG t) h(t) dt 


bei geeigneter Wahl der stetigen Funktion h(s) jede stetige Funktion g (s) 
in dem eben bezeichneten Sinne angenahert darzustellen fihig ist. Nun- 
mehr bezeichnen wir mit ¢ irgendeine beliebig kleine positive GréBe; 
sodann bedeute M das Maximum der Funktion 


b 
[KG 0) dt, 


wenn die Variabele s sich im Intervall a bis b bewegt. Da K(s,¢) ein 
allgemeiner Kern und g(s) eine stetige Funktion sein soll, so laBt sich 
eine stetige Funktion f(s) finden, so dab, wenn 


b 
x(s) = 9(s) — {K(s, t) h(t) dt 
gesetzt wird, die peas 


(47) Soy a3 bra + “) 


erfiillt ist. Wir setzen 


g*(s) = fE(s, )h(e) at, 


f* (8) = [ K(s, t) g* (dt. 


Nach Satz 4 gestattet die Funktion f*(s) die Reihenentwicklung nach 
Higenfunktionen 


f(s) = 9) + Gv) + Gv) +--+ 
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und wegen der gleichmaéfigen und absoluten Konvergenz dieser Reihe ist 
es gewif méglich, eine ganze Zahl m zu finden, so da fiir alle s 


(48) [7 (s) — ew (8) — ¥M(s) —---— GeW™(5)| < 


ausfallt und auch die Ungleichungen noch gelten, die entstehen, wenn 
man m hierin durch eine gréfere Zahl ersetzt. 
Nun ist 


| 6 
| [K(s, baat! ae | VS (K(s, t))? dt - feewypar 
| @ 

und mit Riicksicht auf (47) fe 


5/0 n= 
Wegen 
(49) f(s) = f*(s) + ¢ K(s, t) a(t) dt 
haben wir folglich die Ur cies 
(50) If -— fF) (Ss: 


Andererseits ist wegen (49) 


a) 6 
¢, of =f [K(s, 1) w(s) a(t) dt = a fee at 
und folglich 


b b 
(61) (c — ¢j*) ¥ (8) = fw(s)a(s)ds +f K(s, vat. 
Nehmen wir 
fv (s)a(s)ds 


es 


, v= V fesas-f TES t) p (t) dt, 
ie 9) di ds 


| AB| <4 (A’ + B’) 
aus (51) die Ungleichung 
| ee c*)¥(8) |S 


so folgt wegen 


(52) » 


( fv ()a(s) is) 


i ie +V feeoyra f(@)ras (J [KGW at) 


a 
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Wir wenden uns nunmehr zu der Formel (16) zuriick. Da jedes 
Glied der Summe auf der rechten Seite dieser Formel (16) > 0 ausfiallt, 
so gilt fiir m<m die Ungleichung 


ah 2) & m) © 
D(®, 7) Di, 3) D (i, ©) 
1D dG) + Teg (res Bs [md (im) = [x, x]. 


Denken wir uns in dieser Formel wieder, wie friiher 

1D Pp 

ee a = (7) 

eingesetzt und sodann nach Division durch n, wahrend m festbleibt, den 
Grenziibergang fiir » = co ausgefiihrt, so entsteht die Ungleichung 


(53) | fer etas| + | fora) as| 4 


1 at wt 
4 | fem@atsyas| < [(e@)rds. 
0 0 
Mit Benutzung dieser Ungleichung, in der wir wieder die Integrations- 
grenzen a bis b eingefiihrt annehmen, folgt, wenu wir (52) fiir j= 1, 2,...,m 
bilden und summieren: 


> 6-6) OI <4 V fewras eds +My) 


f= Wyo sicy Mt 


oder im Hinblick auf (47) 


Peas 


2¢é € 
Styqa mt M=->% 


d. h. es ist auch 


(64) | ¥ (8) + + eq ¥™(s) — Gv) — = 9M) |S 
Aus (48), (50), (54) folgt fiir alle s 
| £68) — YO (8) — cB (s) — ++ — GWM (8) |<, 


und man sieht zugleich, daf diese Tanisha giiltig bleibt, wenn man 
auf der linken Seite see m eine gréBere Zahl wihlt; damit ist der Be- 
weis fiir unseren Satz unter den gemachten Maracas ingen erbracht. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes 7 laBt sich auch zeigen, dab 
die unendliche Reihe 


b 2 b 2 
( f(s) 2(s) as) + ( OO as) z 
konvergiert und den Wert 
0) 
di (x(s))’ds 


besitzt; dabei ist wiederum K(s,t) als allgemeiner Kern vorausgesetzt, 
und a(s) bedeutet eine beliebige stetige Funktion. 
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Fiinftes Kapitel. 


Das Variationsproblem, das der algebraischen Frage nach 
den Minima und Maxima einer quadratischen Form entspricht. 


Die im dritten und vierten Kapitel entwickelte Theorie ist ftir die 
Variationsrechnung von besonderer Bedeutung. Ich méchte jedoch hier 
nur dasjenige transzendente Problem behandeln, welches der algebraischen 
Frage nach den relativen Maxima und;Minima einer quadratischen Form 
bei Konstanz einer zweiten anderen Form entspricht: es ist dies das 
Problem, diejenigen Funktionen x(s) zu finden, fiir welche das Doppelintegral 

b 


Jae ae t)x(s)x(t)dsdt 


a a 


minimale oder maximale Werte besitzt, wahrend die Nebenbedingung 


(55) fwoytas = | 


erfiillt ist. 

Wenn der Kern K(s,¢) die Higenschaft hat, daB das Integral J(x) 
nur positive Werte besitzt, was auch «(s) fiir eine stetige Funktion sei, 
und Null nur fiir z(s) = 0 wird, so heiBe der Kern K(s, t) definit. Wir 
machen im folgenden die Annahme, dap K(s,t) em definiter Kern sei. 

Wenn fiir eine gewisse stetige Funktion «(s) identisch in allen s 


b 
‘[K(s, 8) (t) dt = 0 


wird, so folgt offenbar J(a”)—0O und hieraus auch x(s)=0, d.h. ein 
definiter Kern ist stets auch ein abgeschlossener Kern; es gibt fiir ihn also 
gewif unendlich viele Higenwerte und Eigenfunktionen. 

Die Figenwerte eines definiten Kerns sind stets positiv. Denn fiele im 
Gegenteil etwa 1”) negativ aus, so wiirde sich aus 


(56) J(x) =i | fx) as| = | fo%)26) as| hee 


fiir «(s) = ~™(s) der Wert des Doppelintegrals J(x) negativ ergeben. 
Betreffs der Minima und Maxima von J(x) gelten folgende Sitze: 
Satz 8. Es gibt keine stetige Funktion x(s), welche das Doppel- 
integral J(x) zu eimem Minimum macht, wihrend die Nebenbedingung (55) 
erfullt ist. 
In der Tat, die Higenfunktionen p(s), p@(s), ... erfiillen simtlich 
die Nebenbedingung (55); wegen 
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1 1 
Jw) = ya TY) = Fw --- 


kénnte daher der gewiinschte Minimalwert nur gleich Null sein; diesen 
Wert nimmt J(x) aber nur fiir x(s) = 0 an. 


Satz 9. Der gripte Wert, den das Doppelintegral J(a) annimmt, 
falls x(s) eine stetige der Nebenbedingung (55) gentigende Funktion seim soll, 
1 
1 


ist denselben nimmt das Doppelintegral fiir x(s) = ~®(s) an. 


Sei namlich im Gegenteil w(s) eine Funktion, die der Nebenbedingung 
(55) gentigt und fiir welche 
1 
J(x) > aq 
ausfiele, so miiBte sich eine ganze Zahl m so wiahlen lassen, daf auch die 
Summe S(az) der ersten m Glieder rechter Hand in (56) groBer als a 
wird. Nunmehr setzen wir 
(8) = p(s) + eP(8) +--+ + EnH™(s) + ¥(8), 


wo zur Abkiirzung 
b 
C, = fy(s) «(s) ds iieaeeLs Deva a2) 


gesetzt ist und demnach 


b 


OVO) ds = 0 (haatde 2 2t,-) 


a 


ausfallt; wir finden dann leicht 


} b 
(57) f@o)ds=A@+8+---+44+fyoras, 
-) S(x) = a Ei A “fe eet a 


Aus (57) folet mit Ricksicht auf (55) 


2 2 2 . 
C@+tet---+eé <1; 
um so mehr ist also 


und diese Gleichung steht mit (58) in Widerspruch, da S(w) groBer als 


a sein sollte; die urspriinglich gemachte Annahme trifft mithin nicht zu. 
In analoger Weise erkennen wir die Richtigkeit des folgenden all- 


gemeineren Satzes: 
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Satz 10. Der gropte Wert, den das Doppelintegral J(a) annimmt, 
falls x(s) eine stetige Funktion sein soll, die den Nebenbedingungen 


f@@)ds = I, 
[y(s)a(s)ds = 0 i= Lor 1) 


geniigt, ast amr denselben nimmt das Doppelintegral fiir x(s) = p(s) an. 


Durch ihnliche Schliisse erlangen wir auch die Lésung weiterer 
Maximalprobleme. Beispielsweise gelingt ohne wesentliche Schwierigkeit 
die Auffindung der Funktion «(s), die das Integral J(v) zu einem Maximum 
macht, wenn auger der Nebenbedingung (55) noch die foleende Neben- 
bedingung 


(59) Seora(s) ds =0 


erfiillt sein soll, wobei f(s) irgendeine gegebene Funktion bedeutet. 
Wenn der Kern K(s,¢) die Higenschaft besitzt, stets positive Werte 
anzunehmen, sobald xz(s) eine dieser Nebenbedingung (59) geniigende 
stetige Funktion ist, so heiBe er kurz relativ definit. 
Unter den Eigenwerten eines relativ definiten Kernes ist hochstens einer 
negativ. Denn wiren etwa 4 und 1 negativ, so bestimme man die 
Konstanten ¢,, ¢, derart, da& die Funktion 


u(s) = ¢,¥O(s) + @¥O(s) 
der Nebenbedingung (59) geniigt, und tiberdies cf + ¢ = 1 ausfallt: als- 
dann fallt nach (56) gewif J(x) negativ aus. 


Sechstes Kapitel. 
Erganzung und Erweiterung der Theorie. 


Wir haben bisher im ersten bis fiinften Kapitel stets vorausgesetzt, 
daB K(s, ¢) eine stetige Funktion der Veranderlichen s,¢ sei; es ist unsere 
nachste Aufgabe, festzustellen, inwieweit sich diese Annahme beseitigen laBt. 

Wenn es eine endliche Anzahl von analytischen Linien ZL 


s = F(t) oder t = G(s) 
in der st-Ebene gibt, so dai A(s, ¢) in den Punkten dieser Linien unstetig 
oder unendlich wird, wihrend fiir einen gewissen positiven, unterhalb 4 
liegenden Exponenten « das Produkt 


(s — F@®)* K(s, t) baw. (t — Gi(s))* K(s, t) 
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daselbst stetig bleibt, so sagen wir, daB K(s,t) Singularitdten von 
niederer als der 4ten Ordnung besitzt. Dabei setzen wir voraus, dai 
K(s,¢) auBerhalb der Linien LZ durchweg stetig sei. Nunmehr stellen wir 
die Behauptung auf: 

Die stimtlichen wm dritten bis fiinften Kapitel bewiesenen Resultate sind 
giltig, auch wenn der Kern K(s, t) der zugrunde gelegten Integralglecchung 
Singularititen von niederer als der 4ten Ordnung besitet. Zuglerch diirfen 
auch die in unserer Theorie auftretenden Funktionen x(s), y(s) solche Funk- 
tionen sein, die an einer endlichen Anzahl von Stellen von niederer als der 
4ten Ordnung unendlich werden, wenn sie sonst stetige Funktionen von s sind. 

Die Methode, mittelst der wir die Giiltigkeit dieser Behauptung er- 
kennen, besteht darin, daB wir die Linien Z durch Gebietsstreifen der 
st-Ebene von beliebig geringer Breite ¢ ausschlieBen und alsdann eine 
Funktion K,(s, ¢) konstruieren, die innerhalb jener Gebietsstreifen Null ist, 
wihrend sie auSerhalb derselben mit K(s, f) iibereimstimmt. Die Funktion 
K,(s,t) ist tiberall stetig mit Ausnahme der Grenzlinien jener Gebiets- 
streifen, in denen sie, wie man sieht, sprungweise Wertinderungen erfahrt. 
Fiir einen solchen Kern wie K,(s, ¢), dessen Werte iiberall unterhalb einer 
endlichen Grenze bleiben und nur in gewissen Linien unstetig werden, 
sind unsere friiheren Beweise unverandert giiltig. Um ihre Giiltigkeit fiir 
den Kern K(s, t) zu erkennen, bedarf es der Ausfiihrung des Grenziiber- 
ganges fiir e— 0. Wir wollen im folgenden auseinandersetzen, wie dies 
zu geschehen hat. 

Zu dem Zwecke wenden wir uns zunichst zu den Potenzreihen 0(A) 


8.9 und 4 (i, %) S. 11. Die Koeffizienten 6, baw. 4, (") derselben 


lassen sich ftir den Ketn K(s, ¢) gewiB dann nicht bilden, wenn K(s, s) 
als Funktion von s keine Bedeutung hat, d. h. sobald die Linie s =¢ oder 
ein Teil derselben zu den singuliren Linien des Kerns gehért. Diesem 
Ubelstande helfen wir dadurch ab, daB wir an Stelle der friiher angewandten 


Formeln fiir 0, 8. 9 bzw. 4, (") S. 11 die folgenden eingesetzt denken 
: | Os re5 K(s,; Sawer rae LOS, $,) | 

sapnaf| BOO Oo BO) aay 
LGU EIS EIN Se Sa.),) she, veh be) 


Omerisiiey « 2(s.) 22,50 2(6,) 
ip Boer 1 y(s1), 0 » K(S4, $9), - 5 K(Sy, S,) 
A, ( ) ca hi! J ; Ab Y (82), K(8,, 81), 0, CorCOe) In on) ds, rmcrae ds,. 


y(S,), K(Sy %), K (Si Saar resin 0 
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Wie man sieht, unterscheiden sich die neuen Ausdriicke fiir 0, bzw. 
Alp (") von den friiheren nur dadurch, da in der Determinante die Ele- 
mente der Diagonalreihe tiberall 0 sind. Die mit den neuen Koeffizienten 
gebildeten Potenzreihen 0(1) bzw. 4 (2, ) stimmen mit den friiheren bis 


auf einen unwesentlichen Exponentialfaktor tiberein, der fiir 0(2) und 


4 (3,2) | = ee 
> y) derselbe ist und daher bei der Bildung des Quotienten Tain 
wegfallt.*) 

Hilfssatz 3. Die neuen Ausdriicke 0, und 4, (7 ") haben fiir unsern 
Kern K(s,¢) stets einen Sinn und die mit ihnen gebildeten Potenz- 
reihen 0(2) und 4 (4, A in 4 sind bestiindig konvergent. 

Wir wollen der Einfachheit halber den Beweis hierfiir nur in dem 
Falle erbringen, dai s=¢ die einzige singulire Linie von K(s, ¢) ist. 
In dem h-fachen Integrale fiir 0, sollen die Integrationsverinderlichen 
S;,.--, §, alle Werte zwischen 0 und 1 durchlaufen. Wir betrachten 
zunichst den h!-ten Teil 7’ dieses h-dimensionalen Integrationsgebietes, 
der durch die Ungleichungen 

Sia Soa eiee op 
charakterisiert ist. Wir denken uns dann in der h-reihigen Determinante, 
die im Ausdruck fiir 0, auftritt, die Elemente 


der ersten Horizontalreihe mit | (Ss; — Se)” | 

» zweiten » eA ASE aS) gon) eal Sate $3)“ aes 
»  dritten » pr EC Sate Sy ee ot fa Sg SO ake 
” h-ten ” ” | (S525 a s,)% 


multipliziert; dadurch entsteht eine Determinante, deren Elemente, wie 
man leicht sieht, gewif siimtlich fiir alle Werte der Variabeln absolut 
genommen unterhalb einer endlichen positiven GréBe K legen. Der Wert 
der letzteren Determinante ist gewiB < Vh' K", und folglich ergibt sich 
fiir das tiber 7 erstreckte h-fache oe als Shae Grenze der Ausdruck 


(60) VIEK* |. -f | Or S2)~*| {| (S; — S3)~* | + | (Se — $5)~* |} 
(|S) = 83)7? | +e Gs — Sa)? | }> > + | Gey 5,2" dS, ds, => aS, 
1S Sie Sa a ee ea) 
Wenn wir in dem h-fachen Integral hier die neuen Verdnderlichen 


SyyrriSy = 01, Sq = Sp Ong a. Ope oe Oe goon 


1) Vel. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, § 5. Géttinger Nachr. 1902, 
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einfiihren und die Produkte unter den Integralzeichen ausmultiplizieren, 
so erkennen wir, daf jenes Integral sich aus 2’~” h-fachen Integralen von 
folgender Gestalt zusammensetzt: 


(61) J: fooog--- of do, do,---do,, 

Ore On 605 5 6, >-0 

( ers) 
wo die Exponenten a,, a, ..., «, die Werte 0,—a oder — 2a haben, 
ihre Summe a, + a, + ---+ «a, jedoch stets gleich —he ausfallt. Die 


Berechnung des Integrals (61) liefert fiir dasselbe als obere Grenze einen 


Ausdruck 
3 Ah Br 
ra +h— ch) << haa? 


wo A, B gewisse von h unabhingige positive GréBen bedeuten, und 
hieraus folet fiir (60) eine obere Grenze 
Gh 

(62) iC ay 
wo C wiederum eine von / unabhingige positive GréBe darstellt. Der 
Ausdruck (62) ist zugleich eine obere Grenze fiir den tiber 7 erstreckten 
Teil des h-fachen Integrales, das in 0, auftritt. Da aber alle itibrigen 
h!—1 Teile jenes h-fachen Integrales, wie sich bei Vertauschung der 
Integrationsveriinderlichen zeigt, den gleichen Wert besitzen, so folgt, 
daf das vollstaindige h-fache Integral, das in 0, auftritt, den mit h! 
multiplizierten -Ausdruck (62) zur oberen Grenze hat, d. h. es ist 

Ch 


(63) 9, |S Fae)’ 


Wegen « <4 folet hieraus die Richtigkeit des Hilfssatzes 3 in betreff 
der Potenzreihe 0(4).") 


Die namliche Beweisfiihrung gelingt fiir die Potenzreihe 4 (2, A 


Wir kehren nun zu dem Kern K,,(s, ¢) zuriick; erimnern wir uns, wie 
K,(s,t) aus K(s,¢) durch Ausschalten der singulaéren Stellen entstand, 
so erhellt, daB K,(s, t) als abhiingig von der Streifenbreite « zu betrachten 
ist. Da fiir ein bestimmtes « X,(s,t) absolut genommen stets unterhalb 
einer endlichen Grenze bleibt, so ist unsere friihere Theorie fiir K,(s, ¢) 
unverindert giiltig. Wir bezeichnen die hier zu K,(s,¢) gehdrigen Potenz- 


reihen in 2 mit 0,(A) bzw. 4, (2, Da offenbar die Ungleichung (63) 
1) Die Darstellung dieses Beweises in den frtiher genannten Dissertationen von 


Kellogg und Andrae ist unrichtig. 
Math. Monogr, 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 3 
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und die entsprechende fiir 4, (7) um so mehr fiir die Koeffizienten der 


Potenzreihen 0,(2) bzw. J, (2, 4 giiltig sind, so erkennen wir durch das 


namliche SchluBverfahren, wie wir es zum Beweise des Hilfssatzes 1 (Kap. II) 
angewandt haben, die Richtigkeit der folgenden Tatsache: 


Hilfssatz 4. Die Funktionen 0,(4) bzw. 4, (2, konvergieren fiir 


é=0 gegen d(1) baw. 4 (4, a und zwar ist diese Konvergenz eine gleich- 


maBige fiir alle Werte von 4, deren absoluter Betrag unterhalb einer 
beliebig gewahlten positiven Grenze 4 gelegen ist. 

_ Es ist nicht schwer, nach diesen Vorbereitungen die Giiltigkeit unseres 
grundlegenden Theorems S. 19 auf den Fall auszudehnen, daB der Kern 
K(s,¢) Singularitéten von niederer als der 4ten Ordnung aufweist. 

Fiir den Kern £,(s, ¢) ist unser Theorem bereits als giiltig erkannt, 
vorausgesetzt, da die Nullstellen der zugehérigen Funktion 0,(A) saémt- 
lich eimfach sind. Sollte diese Voraussetzung fiir einen Kern K,,(s, ¢) 
nicht zutreffen, so denke man sich — dhnlich wie zu Beginn des dritten 
Kapitels ausgefiihrt worden ist — den betreffenden Kern X,(s, t) ein wenig 
modifiziert, so da jener Voraussetzung geniigt wird und doch die modi- 
fizierten Ausdriicke fiir ¢ =O nach denselben Grenzen K(s,t) baw. 0(A) 
A (2, 4) gleichmafig konvergieren. 


His sei jetzt  irgendeine positive Gréfe; aus Hilfssatz 4 kann dann 
geschlossen werden, daf diejenigen Nullstellen 22? von 0,(A), deren ab- 
solute Betriige auch fiir «=O unterhalb 4 bleiben, in der Grenze fiir 
é=0 in die Nullstellen 4” von 0(A), die absolut genommen unterhalb 4 
liegen, tibergehen, und daB die zu jenen Nullstellen 4“ zugehérigen Werte 
von 4, gee ") bei diesem Grenziibergang ¢ = 0 in die beziiglichen Werte 
von 4 (a, i tibergehen. 


Wir bezeichnen nun die zum Kern K,(s, t) gehérigen Eigenfunktionen 
mit wi?(s), p(s), .... Da wegen (53) S. 27 fiir jedes noch so groBe m 
die Ungleichung 


b 


{ fvir(sy2ts)as\ + | fora ash 4 - 


a 


a | fom (s)x(s) as| ats (s))?ds 


a 
gilt, so ist auch gewiB: 
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| (64) De | i w” (s)a(s) d | Z it (x(s))*ds. 


Oe) = A) 


Nunmehr setzen wir in der Formel (44) unseres Theorems an Stelle von 
y(s) die Funktion w#(s) ein und schreiben die entstehende Formel dann 
in der Gestalt 


(65) J [Kr (s, t)ax x(s)a(t)dsdt= >) ah fee @x@as| 


awe A) 


2 
as Se. 1@ | fev x) as| } 
Qed) * 

dabei soll die erstere Summe rechter Hand tiber alle Higenfunktionen y (s) 
erstreckt werden, deren zugehérige Higenwerte 2! absolut genommen 
unterhalb 4 bleiben, wiihrend die zweite Summe rechter Hand ebenso 
wie die Summe linker Hand in (64) alle tibrigen Glieder enthilt. Wegen 
(64) folgt aus (65) die Gleichung: 


f SRAs, tats) G)dsdt = >) w { fur) ays afte ds, 


a a aed) 
und durch Grenziibergang fiir « = 0 entsteht hieraus: 


b 


SJR t)x(s)a(t)dsdt = =) in | (O20 as} PANG (s))2ds. 


(h) a a@ 
Gye) (0< 981). 


Wenn wir nun 74 iiber jede Grenze zunehmen lassen, so ergibt sich die 
Formel (44) unseres Theorems fiir den Kern K(s, t), im Falle x(s) = y(s) 
genommen wird. Die letzte Hinschrinkung lat sich sofort beseitigen. 

Wir erkennen ohne Schwierigkeit auch alle friiheren Folgerungen 
unseres Theorems fiir den Kern K(s, ¢) als giiltig, insbesondere die Satze 4 
und 7 iiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach den Higen- 
funktionen, die zu K(s, ¢) gehoren. 

Sollte der vorgelegte Kern K(s,¢) singulire Linien von hoherer als 
der 4ten und niederer als erster Ordnung besitzen, so bedtirfen unsere 
Satze gewisser Modifikationen; man erkennt diese leicht, wenn man die 
zweifach bzw. mehrfach aus i(s, ¢) zusammengesetzten Kerne (vgl. 8. 20) 
bildet; bedenkt man, daB unter diesen Kernen stets solehe Kerne vor- 
handen sein miissen, fiir die unsere oben dargelegte Theorie giiltig ist, 
so ergeben sich die gewiinschten Folgerungen ftir den Kern K(s, ¢). 

Wir haben bisher durchweg — auch in den Entwicklungen dieses 


Kapitels VI — die Voraussetzung gemacht, daf fiir den zugrunde 
3% 
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gelegten Kern K(s, ¢) die Potenzreihe 0(1) nur einfache Nullstellen be- 
sitzt. Es sind nunmehr die Modifikationen zu ermitteln, die unsere 
Theorie erfahrt, wenn wir diese beschrinkende Annahme fallen lassen. 
Zu dem Zwecke sei A(s,t) ein solcher Kern, zu dem 4 als 
n,-facher Higenwert gehért, dh. 4” sei genau eine n,-fache 
Nullstelle von 0(d). Sodann bietet es keine erhebliche prinzipielle 
Schwierigkeit, einen Kern K,,(s,¢) von folgenden Eigenschaften zu finden: 
K_(s,#) sei eine soleche Potenzreihe von uw, deren Koeffizienten stetige 
symmetrische Funktionen von s, ¢ sind, die fiir geniigend kleme Werte 
von w konvergiert und fiir «0 in K(s,¢) tibergeht. Hs sei 0,(4) die 
fragliche zum Kern K,(s, t) gehérige Potenzreihe, so daf 0,,(2) fir u = 0 
in die zu K(s, t) gehérige Potenzreihe 0(2) tibergeht; 0,(2) wird, wie man 
aus dem friiheren Beweise leicht erkennt, eine Potenzreihe in 2, die fiir 
alle 4 und geniigend kleine w konvergiert; diese Konvergenz ist aufer- 
dem fiir alle absolut unterhalb eimer endlichen Grenze 4 liegenden 1 bei 
gentigend kleinem w gewif eine gleichmafige, so daB 0,(/) auch als Potenz- 


reihe in A und w darstellbar ist. Endlich gestatte — so sei der Para- 
meter w gewahlt — die Gleichung 
0,(4) = 9 


in der Umgebung von 4 = 2”) die folgenden n, Auflésungen: 


i — BW), 
his aa = WW), ) 
(66) 

i ee -%, mt (w); 


hierin sollen (uw), B,(w), ... B,,-1(w) Potenzreihen in w bedeuten, und 
unter diesen seien came zwel in w einander identisch gleich. 
Die letztere Festsetzung bringt die fiir die nachfolgenden Entwicklungen 
wesentliche Higenschatt der Funktion X,,(s,¢) zum Ausdruck, die darin 
besteht, daB fiir alle geniigend kleinen, von Null verschiedenen Werte des 
Parameters w die Funktion K,,(s, ¢) einen Kern darstellt, der lauter ein- 
fache Higenwerte besitzt. Wir bilden nunmehr fiir K, (s,#) nach Art 
von (27) die Potenzreihe 4,,(1;8,¢), die fir w =O in ie zu K(s, t) ge- 
hérige Potenzreihe 4(A;s,¢) tibergeht. 4,(4;s,¢) ist gewiB fiir alle 4 
und gentigend kleine w ebenso wie 0,(A) gleichmabig konvergent und auch 
als Potenzreihe von A und w darstellbar. Endlich konstruieren wir fiir 
K,,(s, t) die zu 


h h+1 h+ny,—1 
Ales 4‘ s . . As nh ) 


gehérigen normierten HKigenfunktionen 


DUO Gren sare 6) 


Ce ae oe ee 
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indem wir in 0,(4) und 4,(/;s,¢) an Stelle von 1 der Reihe nach aus 
(66) die Werte fiir 4, Av*?, ..., At"a-? als Potenzreihen in w ein- 
setzen; wir erhalten zunichst 

Aus 8, t , Wa , 
py (sv (t) 7” ae (a jes pe { BV (s, t) ae PO (s, t) w+: qe 


, , Yaly A+ 1). S, t) , , 
vist 9(@) unt? — AeA NO _ wk WONG, 1) + HANG, D wt), 


Vpn (gut? (= SAE BD kent [ BOND 2 

+ B+ m-D(s, 2) w+): 
darin bedeuten e, €, ... @,,-1 gewisse ganze rationale Exponenten, die 
=O sind; ferner bedeuten die Ausdriicke W(s, ¢) auf der rechten Seite 
stetige Funktionen von s,¢. Hs fallt nicht schwer, hieraus fiir die ge- 
suchten Higenfunktionen Formeln von an Art abzuleiten: 


WP) = (HG) + PONE 


(67) . 
ytti(9) a Fae ee aie vy; Sag 8). wy a }5 
darin bedeuten wiederum f, fj, -.., fr,-1 gewisse ganze rationale Hx- 
ponenten, die >0O sind. Ferner bedeuten die Ausdriicke ~)(s) auf der 
rechten Seite stetige Funktionen von s, und insbesondere dtirfen wir an- 
nehmen, daB von den Funktionen 


(68) (8), WOFNE), «0, HEM =N(5) 
keine fiir alle s identisch gleich Null sei. Da andererseits fiir alle ge- 
niigend coe von Null verschiedenen w die Gleichungen 


b 


Sow (@)'ds=1,..., f@ftm-V@)?ds=1 


bestehen miissen, so folgt, daf die Exponenten f, fi, ..-, fn,-1 samtlich 

Null sind, und die Formeln (67) lehren dann, da8 die Funktionen 
HPC), UEP), oy WhPHHG) 

fiir « = 0 stetig in die Funktionen (68) tibergehen. Diese Funktionen (68) 

heiBen die zum n,-fachen Eigenwert 4 gehirigen Ligenfunktionen; 

sie erfiillen, wie man aus den Formeln fiir die Higenfunktionen y;)(s), piv (8), .-- 

durch Grenziibergang zu « =O sofort erkennt, die folgenden Gleichungen: 


b 
So) ds =|, 


‘fy(s)w(s) ds = 9, 
(hhh 1,22. hm, — 13h + &). 
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Wir wenden nunmehr die Formel (43) auf den Kern K,(s,¢) an, 
wobei w einen geniigend kleinen von Null verschiedenen Wert bedeutet. 
Mit Riicksicht auf (39) erhalten wir 


| 14 1 1 
of [Eu de) yOdsat — a5 fui? (8x8) ds- fv?(s)y(s) ds 


— 7p. [i Caled Je (0y(9)d9— = hs fole.a(9 ae fon (s)y(s)ds 


<aaben (fieoyras + fvsyras); 


wenn wir hierin zur Grenze w= 0 iibergehen und alsdann m iiber jede 
Grenze wachsen lassen, so erkennen wir, da auch fiir den Kern K(s, ¢) 
die Formel (44) des grundlegenden Theorems unverindert giiltig bleibt; 
man hat nur notig, fiir den Fall emes n,-fachen Eigenwertes 1 rechter 
Hand in (44) der Reihe nach jede der n, verschiedenen, zu 14 gehirigen 
Ligenfunktionen zu beriicksichtigen, so dap in jedem dieser n, Glieder der 
reziproke Wert desselben Eigenwertes i als Faktor zu stehen kommt. 

Eine einfache Methode zur Berechnung der Higenfunktionen (68) 
Cea wir, indem wir von der Formel 


Mises s,t)a(s)y(f)dsdt= >’ 25 = fur(e(das: fosuls)as 


(= Aho) 
ausgehen. Setzen wir hierin 


igs Al(ds5ss 6) 
ein, multiplizieren dann die Formel mit 2— 4” und gehen zur Grenze 
A= ae iiber, so erhalten wir schlieSlich: 


oo TAGs s, t) 
ae - 4 nO) (3) wy (é) He t+) (s) y+) (t) aa 
Oa", oA @ ) lee A) yl tma— 1) Case (2 


Durch diese Gleichung sind die zu dem m,-fachen Higenwerte 1 gehérigen 
Higenfunktionen (68) eindeutig bestimmt, wenn man von einer unwesent- 
lichen orthogonalen Kombination derselben mit konstanten Koeffizienten 
absieht. 

Mittelst der eben bewiesenen Verallgemeinerung wunseres grund- 
legenden Theorems sind wir imstande, auch die anderen im Falle mehr- 
facher Higenwerte entstehenden Fragen ohne Schwierigkeit zu beantworten. 
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Zweiter Abschnitt. 


Anwendung der Theorie auf lineare 
Differentialgleichungen. 


In dem ersten Abschnitt haben wir die Theorie der Integralglei- 
chungen zweiter Art 


f(s) = p(s) — Af K(s, )p (at 


behandelt und sind dabei zu einer Reihe allgemeiner Resultate tiber die 
Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den zum Kern K(s,#) ge- 
hérigen Higenfunktionen gelangt; wir behaupteten in der Hinleitung, dab 
in diesen Resultaten als spezielle Fille die Entwicklungen nach trigono- 
metrischen, Besselschen, nach Kugel-, Laméschen und Sturmschen Funk- 
tionen, sowie die Entwicklungen nach denjenigen Funktionen mit mehr 
Veriinderlichen enthalten sind, wie sie zuerst H. Poincaré bei seinen 
Untersuchungen itiber gewisse Randwertaufgaben in der Potentialtheorie 
nachwies. In dem folgenden zweiten Abschnitt soll diese Behauptung 
durch Erérterung einiger Anwendungen der Theorie im Gebiete der ge- 
wohnlichen und partiellen Differentialgleichungen begriindet werden; dabei 
werden die schénen und wichtigen Resultate HE. Picards'), soweit diese 
die linearen Differentialgleichungen betreffen, auf das engste beriihrt. 


Siebentes Kapitel. 
Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


-Es sei w eine Funktion der Veriinderlichen x, deren zwei erste Ab- 
leitungen innerhalb des Intervalles « =a bis « = b sowie an den Grenzen 
dieses Intervalles stetig sind; ferner sei p irgendeine innerhalb jenes 
Intervalles nebst der ersten Ableitung stetige Funktion von a, die tiberdies 
innerhalb des Intervalles positiv ausfallt; endlich sei g irgendeine inner- 
halb jenes Intervalles stetige Funktion von x: dann ist der allgemeinste 
homogene lineare, sich selbst adjungierte Differentialausdruck zweiter 
Ordnung von der Gestalt 


1% 
d ale dp d 
L(u) = + qu =p oat ee 


di dx 


1) Vgl. insbesondere Traité d’analyse t. III chap. VI. 
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Bedeutet v ebenfalls eine Funktion von x mit stetiger erster und 
zweiter Ableitung, so gilt die sogenannte Greensche Formel 


(1) [ew —uL@)\de=[p {vFe—4 G2} |: 


Der Ktirze halber benutzen wir folgende Ausdrucksweise: Wenn eine 
Funktion die erste Ableitung besitzt und diese Ableitung stetig ist, so 
heiBe die Funktion (einmal) stetig differenzierbar und, wenn auch 
ihre zweite Ableitung existiert und stetig ist, so heibe sie zweimal 
stetig differentiierbar. 

Es sei y(z,§) eine Funktion der Variabeln x und des Parameters &, 
die in bezug auf x zweimal stetig differenzierbar ist und ftir alle von & 
verschiedenen Werte von x innerhalb des Intervallesa@ bis 6 der Differential- 
gleichung 

L(u) =0 
gentigt, die ferner fiir 7 = & stetig verliuft, waihrend ihre erste Ableitung 
fiir «= € den Abfall —1 aufweist’), so daf 

d rd 
L Eb ewe cle cp 


e=0 
wird: eine solche Funktion y(z, &) werde eine Grundlésung der Diffe- 
rentialgleichung L(u) =0 fiir das Intervall «=a bis «= 6 genannt. 
Sind w, (a), u,(#) zwei unabhingige partikulire Losungen von L(w) =0, 
so laBt sich eine Grundlésung offenbar in der Gestalt darstellen 
1 ja—é| uy &)u, (x) — u &) us (@) 


7 (2, §) = = 
PE iy 8) — © 
So besitzt beispielsweise die Differentialgleichung 
d*u 
dx? 0 


die Grundlésung 
GPCR ert ata 


ferner besitzen die Differentialgleichungen 


d?u du 
da? dx 0, 

d?u du 
(Aral) dx? 2 Fi 


1) Diese Unstetigkeit hat wohl E. Picard (1. c.), den Begriff der Greenschen 
Funktion einer Veranderlichen dagegen H. Burkhardt zuerst eingefiihrt, Bull. soc. 
math. de France Bd. 22 (1894). Vgl. ferner die Inauguraldissertation von Ch. M. 
Mason, Randwertaufgaben bei gewéhnlichen Differentialgleichungen, Géttingen 1903 
sowie dessen Arbeit ,,Zur Theorie der Randwertaufgaben‘: Math. Ann. Bd. 58. 


uh 
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agit w= 0, 
d?u 
Tie ee 


bzw. die Grundlésungen 
p(x, §) = —48lla — 15, 
j |, /1+a1—6&) |} 
ya, 6) = — $1 — 9) [P(E es) | 
7 (a, §) = — } sin (jv —§]), 
y(% 8) = — ge"! 

Zu einer vorgelegten Differentialgleichung gibt es offenbar unendlich 
viele Grundlésungen; diese werden siimtlich aus einer von ihnen erhalten, 
wenn man derselben ein beliebiges Integral der Differentialgleichung 
hinzufiigt, das an jeder Stelle innerhalb des Intervalles stetig differenzier- 
bar ist. Fiir unsere weiteren Entwicklungen sind diejenigen Grundlésungen 
von besonderer Bedeutung, die an den Randpunkten 2 = a und « = b des 


Intervalles gewisse homogene Bedingungen erfiillen. Die besonders in 
Betracht kommenden homogenen Randbedingungen sind folgende: 


L f(@)=0, f(b) =0, 

UL. ae hf] = 0, ee a kf] = 0: 

IV. fay =e), w@) (BP ae, 
eer) =O |), P@) Ee =~ 7 f)- 


Bei der Anwendung dieser Randbedingungen I—IV* ist stets die Annahme 
zu machen, daf die Funktionen p(x) und g(a) auch in den Randpunkten 
z—=a und —b stetig sind und ebenda die Funktion p(#) von Null ver- 
schieden ausfallt. Ist diese Voraussetzung fiir einen Randpunkt oder beide 
Randpunkte nicht erfillt, so wahle man als Randbedingung eine solche 
Forderung, durch welche an dem betreffenden Randpunkt ein Integral von 
L(u) =0 bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt wird. Die 
einfachsten in unseren spateren Beispielen zur Anwendung kommenden 
Randbedingungen dieser Art bestehen fiir den Randpunkt # =a in einer 
der Forderungen: 

V. f(w) soll bei der Annaherung an den Randpunkt «=a 
endlich bleiben. 
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Diese Randbedingung ist zulissig, falls die Differentialgleichung 
L(u) = 0 an der Stelle «=a ein endlich bleibendes Integral besitzt und 
auferdem die Funktion p in der Nahe von «=a sich in der Gestalt 


p(%) = (@ — a) E(a) 
darstellen lift, wo s einen Exponenten >1 und F(a) eine fiir s=a 
endlich bleibende Funktion bedeutet. In der Tat, bezeichnet wu, ein end- 
lich bleibendes Integral, so stellen sich die von u, unabhangigen Integrale 
der Differentialgleichung L(u) = 0 in der Form 


Ma (a) uy, (a)? 


dar, und diese wachsen wegen s > 1 gewif iiber alle Grenzen; die Be- 
dingung der Endlichkeit bestimmt mithin ein Integral von L(w) = 0 bis 
auf einen konstanten Faktor eindeutig. 

V*. f(z) soll in der Nahe des Randpunktes =a sich in der 
Form (#—a)"e(x) darstellen lassen, wo e(x) eine ftir =a end- 
lich bleibende Funktion bedeutet. 

Diese Randbedingung ist zulissig, falls die Differentialgleichung 
L(u) =0 an der Stelle « = a Integrale von eben jener Form (a# — a)e(z) 
besitzt und auBerdem die Funktion p in der Nahe von «=a sich in der 


Gestalt 

p(a) = (@ — a) E(a) 
darstellen laBt, wo s einen Exponenten >1—2r und E(x) eine fir 
x =a endlich bleibende Funktion bedeutet. Der Beweis dafiir, dab unter 
diesen Umstiinden die Forderung V* ein Integral von Z(w) = 0 bis auf 
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt; wird leicht wie im vorigen 
spezielleren Falle gefiihrt. 

Die Randbedingungen I—V (V*) sind stets-so zu verstehen, dai 
f(z) (baw. e(a)) in dem betreffenden Randpunkt einmal stetig differenzier- 
bar ist. 

Die genannten Randbedingungen kénnen noch in verschiedenster 
Weise miteinander kombiniert werden. 

Eine Grundlisung g(x, &) fiir das Intervall x=a bis x =b, die an 
den Randpunkten zwei homogene Randbedingungen der genannten Art 
erfiillt, heibe die zu diesen Randbedingungen gehirige Greensche 
Funktion der Differentialgleichung L(u) =0; ferner heiBe der Quotient 

g (@, §) 

C8) = 5@) 
die zu jenen Randbedingungen gehorige Greensche Funktion des 
Differentialausdruckes L(u); wir bezeichnen die Greenschen Funktionen 
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je nach den Randbedingungen, zu denen sie gehéren, auch als Greensche 
Funktionen G, GU, G™, GY oder GY. 

Beispielsweise lautet die Greensche Funktion G* fiir den Differential- 
ausdruck 


L(w) 


= a ? 
d.h. die zu den Randbedingungen I gehérige Greensche Funktion, fiir 
das Intervall 0 bis 1 
=(l—a)i, (@28). 
Noch einfacher wird die Greensche Funktion fiir jenen Differential- 


ausdruck, wenn wir am Randpunkt «= 0 die Bedingung I und am Rand- 
punkt «1 die Bedingung II wiihlen; sie lautet dann 


G(a, g) ib, (3); 


= &, (Re 
Ferner wird die Greensche Funktion G desselben Differentialausdruckes 
d*u 
Lu) = 
fiir das Intervall — 1 bis + 1 durch die Formel 
G(a, §) = —4{|v—§|+ ¢&—1} 


dargestellt. 
Die Greensche Funktion GIY (hk =—1) fir denselben Differential- 
ausdruck und das Intervall 0 bis 1, die also den Randbedingungen 


fO=——10), (E2| --[Fe 


geniigt, lautet 


w= 1! 


Ga, 8) =—4]2—E|+ 4 
Die Greensche Funktion des Differentialausdruckes 
d?u du 


Lu) = = © an? Dede dix 


fix das Intervall e—0 bis 2—1, die am Randpunkt =O der Be- 
dingung V und am Randpunkt # — 1 der Bedingung I geniigt, lautet: 
G(a, &) = 1&, Chay 
a= 12, (ey 


Hin weiteres sehr iat eiale Beispiel liefert der Differentialausdruck: 


Lu) = 2 (a—) 5} - ie 


wo « irgendeine positive Konstante bedeuten soll; die Greensche 
Funktion GY fir das Intervall x =—1 bis v=+1 ne 


u, 
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G4, ~ (2), @ S28), 


40 \1—av1+é 
1 /+é1—2\% 
de Gees (w 2 6). 
Fiir die unendliche Gerade x=—c bis x=+c besitzt der 


Differentialausdruck 


die Greensche Funktion GY 
G(w, 8) = ger i2-Fl. 

Es kann vorkommen, daf fiir einen Differentialausdruck L(u) bei 
gewissen Randbedingungen keine Greensche Funktion im eben definierten 
Sinne vorhanden ist; in diesem Falle existiert, wie aus den spiteren all- 
gemeinen Entwicklungen im Kap. IX sowie Kap. XVIII folgt, eine nicht 
identisch verschwindende Lésung w(x) der Differentialgleichung L(w) = 0, 
die tiberall innerhalb des Intervalles stetig differenzierbar ist und den 
betreffenden Randbedingungen gentigt; dabei sei der noch willkiirliche kon- 
stante Faktor so bestimmt, daf 


b 
[QO dz =1 
wird. Wir konstruieren dann ein Integral g(#, &) der inhomogenen 


Differentialgleichung 

L(u) = po (x) vo), 
dessen Ableitung an der Stelle «=€ den Abfall — 1 erfahrt, wahrend 
g(a, €) an allen anderen Stellen innerhalb des Intervalles stetig differenzier- 
bar ist, an den Randpunkten die betreffenden Randbedingungen und iiber- 
dies die Gleichung 


[9 (@ &)v(a)dx = 0 


erfiillt; die Funktion 
_. g(a, §) 

Ge 8) = "® 

geniigt der Differentialgleichung 
L(w) = ¥(2)Y(). 

Diese Funktionen g(a, &) bzw. G(a,§) leisten die namlichen Dienste wie 
sonst die Greensche Funktion und werden daher in dem vorliegenden 
besonderen Falle als Greensche Funktionen im erweiterten Sinne 
bezeichnet. Existiert auch diese Funktion nicht, so kann man einen ana- 
logen weiteren Schritt tun, um zu einer geeigneten Greenschen Funktion 
zu gelangen. 
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Als Beispiel diene der Differentialausdruck 


mit den Randbedingungen IV (h = 1) fiir das Intervall — 1 bis + 1, so 
daB die Bedingungen lauten: 


Pee Fae 2 (rae | 


In der Tat existiert hier eine von Null verschiedene Lésung der homogenen 


ze=+1 


Differentialgleichung, namlich y)(#) = vi? die die Randbedingungen er- 


fiillt, und die Greensche Funktion im eben erklirten erweiterten Sinne wird: 
G(a, §) = —4\a—§|4+ 4(@— 8) +s. 


Hin anderes Beispiel fiir das letztere Vorkommnis liefert der Differential- 


a{a— Oa a 


daz 


ausdruck 


Lu) = 


fiir das eee: —1 bis +1 bei den Randbedingungen V. Auch hier 


ist (x) = 7 und die Greensche Funktion im erweiterten Sinne lautet 


Nae é)=—41{(1—a)(1+8)}+o4 @S8), 
=—4l{d+a0-6)}+6 @28), 
wo ¢ den numerischen Wert 12 —- + bedeutet. 

Setzen wir in der Greenschen Formel (1) an Stelle von u(x), v(x) 
bzw. die Funktionen G(a, £), G(a, £*) und beriicksichtigen die Unstetigkeit 
der Ableitungen dieser Funktionen an der Stelle x = & in gehériger Weise, 
indem wir dieselbe in ein kleines Intervall einschlieBen und dann den 
Grenziibergang zum verschwindenden Intervall ausfiihren, so finden wir 
leicht das Symmetriegesetz der Greenschen Funktion eines Diffe- 
rentialausdruckes 

G(é, &*) = G(&*, 6). 
In allen oben berechneten Beispielen bestitigt sich dieses Symmetrie- 


gesetz. 


Bezeichnet (a) eine gegebene stetige Funktion der Variabeln #, und 
verstehen wir unter f eine tiberall stetig differenzierbare Lésung der in- 
homogenen Differentialgleichung 
(2) Lif) =— 9), 
die einem Paar unserer Randbedingungen I—V geniigt, setzen wir dann 
in der Greenschen Formel (1) an Stelle von w die Lésung f und an Stelle 
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von v die zu jéenen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion des 
Differentialausdruckes L(u), so finden wir fiir jede der fiinf Arten von 
Randbedingungen 


[G@, \LG@)da = (6), 


und hieraus ersehen wir mit Riicksicht auf das Symmetriegesetz der 
Greenschen Funktion, daB die Liésung f(x) sich folgendermaBen durch ein 
bestimmtes Integral darstellt: 


(3) f(#) =f'G(a, &)p(E)dé. 


Dab’ die so dargestellte Funktion f(v) wirklich den betreffenden Rand- 
bedingungen geniigt, ist offenbar, weil G(a,&) denselben geniigt; die durch 
(3) dargestellte Funktion f(x) geniiet aber auch der Ditterentialgleichung (2), 
wie durch Rechnung leicht gezeigt wird. Wenn somit eine zweimal stetig 
differenzierbare und einem Paar unserer Randbedingungen I—V geniigende 
Funktion f(x) und irgendeine stetige Funktion m(#) durch die Relation (2) 
miteinander verkniipft sind, so folgt fiir dieselben notwendig auch die 
Relation (3), und umgekehrt, wenn fiir zwei solche Funktionen f(2) und 
(x) die Relation (3) besteht, so folgt ftir sie notwendig auch die Relation (2). 
Hieraus entnehmen wir sofort, da eimerseits die Funktion f unter Hinzu- 
nahme der betreffenden Randbedingungen durch die Differentialgleichung (2), 
wobei gm gegeben, und andrerseits die Funktion g(x) durch die Integral- 
gleichung (3), wobei f gegeben, eindeutig bestimmt ist. 

Die Gleichung (3) ist eine als Integralgleichung erster Art; G(x, &) 
ist der Kern dieser Integralgleichung und wegen des Symmetriegesetzes 
eine symmetrische Funktion der Argumente. 

Wir fassen die Ergebnisse der vorstehenden Hntwicklungen, wie folgt, 
zusammen : 


Satz ll. Wenn die Greensche Funktion eines Differentialausdruckes 
L(u) fiir wgendein Paar der Randbedingungen I—V als Kern einer Integral- 
gleichung erster Art 


f(x) = f'G(a, 2) @ ab 


genommen wird, wo f(x) eime gegebene zweimal stetig differenzierbare Funktion 
ist, die den betreffenden Randbedingungen geniigt, so besitet diese Integral- 
gleichung eine und nur eine Losung g(x), und man erhilt ihre Lisung 
durch die Formel 


p(x) = — Lif); 
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umgekehrt, wenn p(x) irgendeine stetige Funktion ist, und eine Lisung f(x) 
der Differentialgleichung 

L(f@)) + p(@) = 0 
gefunden werden soll, die einem ausgewdhiten Paar von Randbedingungen |—V 
geniigt, so ist diese Losung dadurch eindeutig bestemmt, und man erhdlt sie 
durch die Formel 


fla) = ['E(a, Dp) ak. 


Aus diesem Satze entnehmen wir leicht, da8 die Greensche Funktion 
G(a, &) einen Kern darstellt, der nach der im ersten Abschnitt Kap. IV 
eingefiihrten Ausdrucksweise sowohl abgeschlossen wie auch all- 
gemein ist. 

In der Tat, sei g(x) eine solche Funktion, daf 


6 
JG(@, eG) as 
identisch fiir alle ~ verschwindet, so mtiBte die Funktion f(~) =0 der 
Differentialgleichung L(f) = —q geniigen, und hieraus folgt, dab q(x) 


identisch fiir alle w verschwindet, d. h. G(a, &) ist ein abgeschlossener Kern. 

Andrerseits sei g(”) irgendeine stetige Funktion; wir wihlen dann 
eine zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen gentigende 
Funktion g*(#) derart, daB 


b ; 
MG (2) — g* (a)? da 


kleiner als die beliebig kleine positive GréBe ¢ ausfillt: die stetige 
Funktion h(#) = — L(g*(a)) erfiillt dann dasjenige Erfordernis, das unserer 
Definition zufolge einen allgemeinen Kern charakterisiert. 


In den vorstehenden Betrachtungen spielte die Integralgleichung 
erster Art eine wesentliche Rolle; wir werden zu einer Integralgleichung 
zweiter Art gelangen, wenn wir neben L(w) noch den Differentialausdruck 

A(u) = L(u) + du 
betrachten, wo 2 einen Parameter bezeichnet. Hs sei wie bisher G(q, &) 
die zu gewissen Randbedingungen gehdrige Greensche Funktion des Aus- 
druckes L(u), und I'(z, §) die zu den nimlichen Randbedingungen gehdrige 
Greensche Funktion des Ausdruckes (uw). Sodann wenden wir die 
Greensche Formel (1) an; nehmen wir 
u(x) = G(a, &), v(x) = (a, &*), 


so erhalten wir 
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(4) ree) — GE, -1fG@, He, ae 
—[p@) [r@, §%) 22) — aq, 9 Ae 7. 


Wir erértern zunachst die Randbedingungen J—IV; wenn wir dem- 
gemiB die Annahme machen, daf die Funktionen p, g in den Randpunkten 
sich regulir verhalten und daf tiberdies p in den Randpunkten von Null 
verschieden ausfallt, so verhalten sich auch die Integrale der Differential- 
gleichungen L(w) = 0 und A(w) = 0 und somit auch die Funktionen G(z, §) 
und I(#, &*) in den Randpunkten reguliir, und wir erkennen hieraus, dai 
die eckige Klammer auf der rechten Seite der Formel (4) verschwindet. 

Nunmehr erértern wir den Fall, da fiir den Randpunkt «=a die 
Bedingung V bzw. V* gestellt sei; demgemif nehmen wir an, dab die 
Differentialgleichungen L(w) = 0 und A(w) = 0 je ein partikulares Integral 
besitzen, welches in der Nahe des Randpunktes x =a sich in der Form 

u(a) = (a — a)e(x) 
darstellt, und daB p in der Nahe des Randpunktes =a von der Form 
(a — a)’ E(x) sei, wo s einen Exponenten > 1 — 2r bedeutet. Es wird 


dann 


Tr(a, &*) 22D _ gw, #) POE) _ (ga re*(a), 
wo e* wiederum fiir z =a endlich bleibt, und es ist daher gewi8 


L [p(@) {r@ pt) 6) _ Ga, ) S21) 0. 


t= 


Nehmen wir schlieBlich, damit das bestimmte Integral in (4) gewif einen 
endlichen Wert erhalt, den Exponenten r >— +4 an, so erhalten wir in 
jedem Falle aus (4) die Formel 


I(&, &) — GE, §) = 1 f G@, HIG, &) de 
oder, wenn wir die Buchstaben K, K bzw. an Stelle von G, I" setzen: 
b 
K@, 6) Kat) = af K(@, BK (Corer ares 


Dabei werde hervorgehoben, daB A(x, &) und K(z, &) stetige Funktionen 
ihrer Argumente sind, auSer fiir die Randbedingung V*; in diesem Falle 
aber sind wegen unserer Annahme r > — 4 die auftretenden Singularititen 
von K(«,&) und K(z, &) von niederer als der 4ten Ordnung, und daher 
erscheinen jene Greenschen Funktionen als Kerne von Integralgleichungen 
zweiter Art unmittelbar zulassig. Die eben erlangte Formel stimmt genau 


— 
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mit derjenigen itiberein, die wir im ersten Abschnitt untersucht haben. 
Wir sprechen somit den Satz aus: 


Satz 12. Wenn die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(w) 
fiir irgendein Paar der Randbedingungen 1—V als Kern der Integral- 
gleichung zweiter Art 


(5) f(a) = 9(a) —2.f Ke, Op ab 


genommen wird, so erhalt man die losende Funktion K(a, §) dieser Integral- 
gleichung, indem man die zu den niimlichen Randbedingungen gehorende 
Greensche Funktion des Differentialausdruckes 
A(u) = L(u) + du 

bildet. 

Da nach Satz 11 die den Randbedingungen geniigende Lésung der 
Differentialgleichung 
(6) A(u) + p(@) = 
unmittelbar aus der Greenschen Funktion des Differentialausdruckes 4(w) 
gefunden wird, so erweisen sich also die Integration dieser Differential- 
gleichung (6) bei gegebenen Randbedingungen und die Lésung der 
Integralgleichung (5) zweiter Art als aquivalente Probleme. 


Indem wir die in Kapitel I—VI entwickelte Theorie der Integral- 
gleichungen heranziehen, gelangen wir zu einer Reihe bemerkenswerter 
Resultate iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung und er- 
kennen zugleich die Bedeutung, die den Higenwerten und Higenfunktionen 
der Integralgleichung (5) fiir die lineare Differentialgleichung A(uw) = 0 
zukommt. 

Da die lésende Funktion K(z,&) sich in der Form eines Bruches 
= darstellt, dessen Nenner nur fiir die Higenwerte 2 = 4 ver- 
schwindet, so folet unter der Voraussetzung, daB der Differentialausdruck 
L(w) eine Greensche Funktion fiir die betreffenden Randbedingungen be- 
sitzt, daB es auch stets eine solche fiir den Differentialausdruck 4(w) gibt, 
es sei denn 2 ein Higenwert 4 der Integralgleichung (5); in dem letzteren 
Falle bezeichne w™)(x) eine normierte zum Higenwert 1’ gehbrige Higen- 
funktion des Kerns K(a, &); dann ist 


6 
ym) (x) = Um) (K (a, E)y™ (&) dé, 


und wegen 
K(x, §) = Ga, §) 
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folot aus Satz 11, daB w (a) ein tiberall innerhalb des Intervalles -stetig 
differenzierbares Integral der homogenen Differentialgleichung 


(7) L(u) + au = 0 


ist, welches die betreffenden Randbedingungen erfillt. Umgekehrt, wenn 
die homogene Differentialgleichung /(w) = 0 fiir den Wert 4 = 2) ein 
Integral besitzt, das die betreffenden Randbedingungen erfiillt, so ist 1 
ein Higenwert, und das Integral ist eine zugehérige Higenfunktion fiir 
den Kern K(x, &); der Differentialausdruck A(w) aber besitzt fiir diesen 
Wert 4 = 4 keine Greensche Funktion im urspriinglchen engeren Sinne. 

Wir bezeichnen den Wert 4 auch kurz als einen Higenwert der 
Differentialgleichung A(u) =O und jene Losungen w™(7) auch als 
Higenfunktion dieser Differentialgleichuny fiir die betreffenden 
Randbedingungen. 

Da die Differentialgleichung (7) iiberhaupt nur zwei voneinander 
unabhingige Lésungen besitzt, so ist 4”) hochstens ein zweifacher 
Higenwert. Ist a”) ein zweifacher Kigenwert, so miiBten simtliche Integrale 
der Differentialgleichung (7) die betreffenden Randbedingungen erfiillen, 
und da dies offenbar nur im Falle der Randbedingung IV statthaben 
kann, so ist in allen anderen Fallen jeder Eigenwert gewiB nur ein ein- 
facher. 

Da der Kern K(a, &) ein abgeschlossener ist, so gibt es jedenfalls 
unendlich viele Higenwerte der Differentialgleichung d(w) = 0. (Vel. 
Kapitel IV.) Wegen desselben Umstandes entnehmen wir aus den Satzen 5 
und 6 in Kapitel IV die Tatsachen: 


Satz 13. Wenn h(a) eine stetige Funktion von x bezeichnet, so dap 
fir alle Eigenfunktionen w(x) der Differentialgleichung A(w) = 0 die 
Gleichung 


b 
[h(a v(x) dx = 0 
erfiillt ist, so ist h(a) sdentisch Null. 
Satz 14. Wenn die in Fourierscher Weise gebildete Rethe 
0%() + va) +o, 


bn = f f(a) vO (@) de 


gleichmaBig konvergiert, so stellt sie die Funktion f(x) dar. 

Nach 8. 47 ist K(a,§) auch ein allgemeiner Kern. Da ferner 
wegen Satz 11 jede zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen 
geniigende Funktion f(x) die Darstellung 
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f(a) = fK(w, o@ ak 


gestattet, sobald man . 

p(x) = — Lf) 
wihlt, so folgt aus Satz 7 der ersten Mitteilung das folgende wichtige 
Resultat: 


Satz 15. Jede zweimal stetig differenzierbare und den betreffenden 
Randbedingungen geniigende Funktion f(x) ist auf die TFouriersche Weise 
in eine Reihe entwickelbar, die nach den Higenfunktionen (a) der Differential- 
gleichung A(u) = 0 fortschreitet; diese Reihe konvergiert absolut und gleichmapig. 

Die Sitze 13, 14, 15 schlieBen den wesentlichen Teil der in neuerer 
Zeit insbesondere von W. Stekloff!) und A. Kneser*) gefundenen Re- 
sultate tiber die Entwickelbarkeit willktirlicher Funktionen in Sturm- 
Liouvillesche Reihen ein. 

Ist statt des Differentialausdruckes 4(w) ein Differentialausdruck von 
der allgemeineren Gestalt 

dw 
av as) 


Lu) + aku = cee ee + (q+ rk) u 


vorgelegt, wo k irgendeine innerhalb des Intervalles positive Funktion 
von «x bedeutet, so setze man 


und multipliziere dann den erhaltenen Ausdruck mit Fi dann entsteht 


ein Ausdruck von der friiheren Gestalt, nimlich 


A* (0) = L* (a) + 1, 


wo d 
Wage 
1) = 4 
jie =f, 
(a4 
fee oe |p Ae i ~ Fi Gi) 
ist. 


1) Vgl. z. B. Annales de la faculté des sciences de Toulouse (2) HI (1901). 


2) Math. Ann. Bd. 58 (1908). 
4* 
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Als erstes Beispiel dienen die Differentialausdriicke 
a a? 

L(u) = 54, A(u) = 5+ du, 
die zur Randbedingung I gehdrige Greensche Funktion fiir den Differential- 
ausdruck L(w) im Intervall «= 0 bis z= 1 ist bereits oben (S. 43) auf- 
gestellt worden; wir nehmen sie als Kern: 

K(@, aoe! — §) a, (@ <6), 
Die zur Randbedingung I gehdrige Greensche Funktion 4(w) in demselben 
Intervall lautet 

r <, sin { Vit oe é) } sin (Vi a) Z 
(a, 8) bles) ws, 
sin { V2 (1 — x)}- sin (7/7 €) 
= — = = ey 
Vi sin Ya / (~ 28) 
Nach Satz 12 ist sie zugleich die lésende Funktion fiir den Kern K(x, &) 
und werde als soleche mit K(#,&) bezeichnet. Um die Higenwerte und 
Higenfunktionen der Differentialgleichung 4(w) = 0 zu berechnen, setzen wir 
he 2) _ _ Ala; &, &) 

Ia, é) ‘= K(a, 5) ape PIE ; 
Hier bestimmen sich 4 als Funktion von 4, v, § und 6 als Funktion von 4 
allem eindeutig durch die Forderungen 


dd () 
di 


1 
i AGees, 2) ae = Mad Oe Ls 
0 


und zwar ergibt sich 


dea £) UO (oe by 


—minonal nV) wep, 
(y— SE. 


Hieraus folgen die Higenwerte 
to) to) 


AD ce L?qp? AO) = DP? AO ea 32a? 


, ) 


und vermége 
Ue) A (AM; 2, E) ae + gi”) (x) gp (E) 
die bzw. zu jenen Higenwerten gehérigen Higenfunktionen 
sina”, sin2arx, sin dz, 
Unser Satz 15 tiber die Entwicklung nach Higenfunktionen der Differential- 
gleichung 4(w) = 0 liuft auf die Aussage hinaus, da jede zweimal stetig 


~~ ew 
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differenzierbare Funktion von z, die fiir x =(0 und x = 1. verschwindet, 
sich in eine absolut und gleichmifig konvergente Reihe entwickeln 1aBt, 
die nach den Sinus der ganzen Vielfachen von xa fortschreitet. 


Als weiteres Beispiel ae wir die Differentialgleichung 


ae Acu = 0 


0 


und fragen nach ihren Higenwerten und Eigenfunktionen fiir das Intervall 
x=Q bis «=1, wenn an dem Randpunkte «=O die Bedingung V 
und an dem Randounkes x=1 die Bedingung I erfiillt sein soll. 
Nach einer friiheren Bemerkung (S. 51) haben wir die Substitution 


Ve = Vi anzuwenden; wir gewinnen so die Differentialausdriicke 
ax 


L*(v) a ees mn v, A*(v) = IF) + ds. * 


Die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L*(v), die in 7 =0 
der Randbedingung V* (7 = +4) und in x=1 der Randbedingung I ge- 
niigt, lautet: 


K (a, §) = = Vxél(é), (<8), 
=Vxkl(z), (28), 
und die zu den namlichen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion 
des Differentialausdruckes A(v) ist, wenn in der iiblichen Weise 


J(#)und K(x) = I(x) l(a) + P(x) 
die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art bezeichnen: 


K (a, £) = Vat T(aVi){ I(Vi) K(EVA) — T(EV2) (V2) } , 


T(EV1)} J(Vi)K (a2) — J(wyVi)K (yi) } 
= Vx 5G) eels 


Diese Funktion K(, &) ist mithin nach Satz 12 die lésende Funktion des 
Kerns AK, und wir finden hieraus 


O(a) = JV 4); 
mithin sind die Nullstellen 4 von J(V/2) die gesuchten Higenwerte und, 


wenn man diese fiir 4 in den Ziahler des Ausdruckes fiir K(z, §) einfiihrt, 
so ergeben sich die zugehérigen Higenfunktionen 


(a) = VeT evi). 
Unser Satz tiber die Entwicklung nach Higenfunktionen des Differential- 
ausdruckes 4(w) liuft, wenn wir nachtriglich die zu entwickelnde Funktion 


durch Vx dividieren und den Faktor Vz ebenfalls in allen Higenfunktionen 
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fortlassen, auf die Aussage hinaus, da im Intervalle 0 bis 1 jede zweimal 
stetig differenzierbare Funktion von x, die fiir 7 = 1 verschwindet, sich 
in eine absolut und gleichmaBig konvergente Reihe entwickeln lait, die 
nach den Besselschen Funktionen J(vV4™) fortschreitet.t) 

Weitere interessante Beispiele fiir unsere Theorie erhalten wir, wenn 
wir die Differentialgleichungen der Zylinder- und Kugelfunktionen héherer 
Art heranziehen; so fiihrt die friiher (S. 44) aufgestellte Greensche 
Funktion: 


G(@, 8) = 7 (2 a", @S8, 


4a \1—2 yas: 
1 /li+é 1—«x\4 
mr ceases 


zu der neuen Definition der Kugelfunktion PY” 
<1 
Pp@ (2) pos am) (G(a, é) Bian Gs aes 
-—1 


und zu der Tatsache der Entwickelbarkeit emer jeden zweimal stetig differen- 
zierbaren Funktion in eine Reihe, die nach den Kugelfunktionen Pi” 
fortschreitet. 

Tritt der oben (S. 44) behandelte besondere Fall ein, daB zum 
Differentialausdruck L bei den betreffenden Randbedingungen eine Green- 
sche Funktion im engeren Sinne nicht existiert, so gelten unsere Ent- 
wicklungen fiir die Greensche Funktion in dem dort erklarten erweiterten 
Sinne. Bezeichnet namlich wie oben w(x) die alsdann vorhandene, den 
Randbedingungen gentigende, tiberall stetig differenzierbare Losung der 
Gleichung L(u)=0, so ergibt sich durch Anwendung der Greenschen 
Formel (1) an Stelle des Satzes 11 leicht die folgende Tatsache: 


Satz 16. Wenn f eine zweimal stetig differenzierbare, den Rand- 
bedingungen und der Bedingung 


JFl2)¥(a) ax = 0 


gemigende Funktion bedeutet, so ist die Integralglerchung erster Art 
f(a) =f G(x, 9 (8 dk 


losbar und thre Losung gewinnt man durch die Formel 
p() = — L(f@)). 


1) Neuerdings hat A. Kneser die Entwickelbarkeit einer willktirlichen Funktion 
nach Besselschen Funktionen nach einer Methode bewiesen, die derjenigen analog 
ist, die er in der oben genannten Abhandlung auf die Sturm-Liouvilleschen 
Reihen angewandt hat. Archiv der Math. und Phys. 1903. 


— 
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Diesem Satze 16 entsprechend miissen wir auch in den Voraus- 
setzungen des Satzes 15 tiber die Entwickelbarkeit nach Eigenfunktionen 
der Differentialgleichung 4(w) = 0 fiir die zu entwickelnde Funktion f(z) 
die Bedingung 


frav(2) dz = 0 


hinzufiigen; lassen wir jedoch im vorliegenden Falle 2 = 0 als Higenwert 
und die Funktion ~(a) als zugehérige Higenfunktion gelten, so bleibt 
unser friiherer Satz 15 auch bei unveriindertem Wortlaut giiltig. 
Als einfachstes Beispiel fiir das zuletzt behandelte Vorkommnis dienen 
die Differentialausdriicke 
d?u 


L(u) = ge? 
Wenn wir die Randbedingungen IV (h = 1) fiir das Intervall — 1 bis + 1 
wahlen, namlich 

ey eel et laa t (L), 
dann wird ~(v)=1, und der Ausdruck der Greenschen Funktion im 
weiteren Sinne ist bereits oben (S. 45) angegeben worden. Wir erhalten 
dieselben Higenwerte wie im ersten Beispiel (8. 52); jedoch ist jeder 
dieser Eigenwerte zweifach: allgemein gehéren zu i”) = mx” die 
zwei Higenfunktionen sin maa, cos maa. Zu diesen kommt, den letzten 
Ausfiihrungen entsprechend, 14 —0 als einfacher Higenwert der Differential- 


A(u) = as + du. 


gleichung 4(w) = 0 mit der zugehérigen Higenfunktion y (x) = 7 hinzu. 


Als zweites Beispiel fiir das in Rede stehende besondere Vorkommnis 
mogen die Differentialausdrticke 


l d 1 J 
L(u) = , xe 2”) \, A(u) = +s xe re a?) | coy) 


x 


mit den Randbedingungen V fiir das Intervall —1 bis +1 dienen. Wir 
haben bereits oben (S. 45) fiir L(w) die Greensche Funktion G(a, §) im 
erweiterten Sinne aufgestellt. Da die Legendreschen Polynome P™) 
(m = 0,1, 2,3, ...) die Differentialgleichungen 
L(w) + m(m + lhu =0 

erfiillen und an den Randpunkten endlich bleiben, so sind sie die zu den 
Higenwerten econ nee) 
gehorigen Higenfunktionen; die so entstehende neue Definition fiir die 
Kugelfunktion P™: 


+1 
P(x) = am) (G(a, £) P(E) dé, (m=0, 1, 2,...) 


oder einfacher: 


56 Kap. VU. Gewéhnliche Differentialgleichungen. 
+1 
PO (2) =A” [G*(a, YPM Ad’, (m=1,2,..,) 
—1 


G¥(a, §)=—4i{A—2)A+6)}, @S8), 
-—4UQ+a)—}, @S8) 
ist, kann als Grundlage fiir die Theorie der Kugelfunktionen dienen. 
Unser soeben verallgemeinerter Satz 15 liefert die Entwicklung einer 
beliebigen zweimal stetig differentiierbaren und an den Randpunkten + 1, 
—1 endlich bleibenden Funktion nach Legendreschen Polynomen. 


Wir haben im Vorstehenden den engen Zusammenhang zwischen der 

Theorie des Differentialausdruckes 

A(u) = L(u) + du 
und der Theorie der Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K(z, &) 
kennen gelernt. Dieser enge Zusammenhang zeigte sich am klarsten 
in der Ubereinstimmung der Eigenfunktionen der Differentialgleichung 
A(u) =0 mit denjenigen jener Integraleleichung. 

Nun erscheint bekanntlich die Differentialgleichung 4(w) = 0, wenn 
man nach den Regeln der Variationsrechnung das folgende (Dirichletsche) 
Variationsproblem lést: man soll eine den Randbedineungen I geniigende 
Funktion wu von x derart bestimmen, dafi das Integral 


(8) D (wu) aye (3) qu} da 


zu einem Minimum wird, wihrend die Nebenbedingung 
b 
(9) ped =1 


erfiillt ist. Andererseits haben wir in Kapitel V allgemein erkannt, wie 
durch meine Theorie der Integralgleichungen zweiter Art das folgende 
(GauBsche) Variationsproblem gelést wird: es ist ein definiter Kern ge- 
geben; man soll diejenige Funktion (#) finden, fiir welche das Integral 


bb 
(10) I(@) = | [K(a, §)@ (a) @(&) da dé 
seinen gréBten Wert besitzt, wahrend die Nebenbedingung 


b 
(11) | [(@@)da =1 
erfiillt ist. 
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Wir wollen den engen Zusammenhang zwischen diesen beiden Variations- 
problemen kurz darlegen. Zu dem Zwecke bestimmen wir zunachst eine 
Konstante ¢ derart, daB fiir alle Punkte 7, y innerhalb J 


e—g=0 


ausfallt. Denken wir uns dann in (8) an Stelle von —q die Funktion 
c—q eingesetzt, so unterscheidet sich das Variationsproblem, das so 
modifizierte Integral bei der Nebenbedingung (9) zum Minimum zu machen, 
in nichts von dem urspriinglichen Variationsproblem; d. h. wir dtirfen in 
unserem ersten Variationsproblem von vornherein — g >0 annehmen, ohne 
die Allgemeinheit zu beeintrichtigen. 

Nunmehr setzen wir zwischen irgend zwei Funktionen w und o, mit 
denen wir die Integrale (8) bzw. (10) bilden, die Beziehung 


(12) L(u(a)) = — o(a) 
fest. Bedenken wir, daB 
G(x, §) = K(@, §) 
die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(w) ist, so folgt nach 
Satz 11 aus (12) 


b 
(18) u(a) = [K(a, &)o(&) dé, 
und hieraus entnehmen wir wegen (10), (12) und (13), da 


D(u) = — fuL(u)dx 


ist, die Gleichung 


D(u) = J(@). 
Wegen —q>0 ist D(u) nur positiver Werte fahig; mithin ist K (a, &) 
ein definiter Kern und seine Higenwerte 4%, 14@, 2, ... sind samtlich 


positiv (vgl. Abschnitt 1, Kap. V). Setzen wir nun 


b 
G = fo (x) y(a)da, 


wo w(a), Y(x), w(x), ... die normierten Higenfunktionen des Kerns 
K(x, &) bezeichnen, und entwickeln wir w(x) in eine nach diesen Kigen- 
funktionen fortschreitende Reihe, so erhalten wir unter Beriicksichtigung 
der Gleichung 


b 
f Ea, 2) yr(&) dE = zis VO (@) 
die Reihe - 
wat) = 75 YO) + ga YP) + 
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und folglich 
Ce (64 


[u@)rda ir a 4 Gan tins 


Andererseits ist wegen (10) 


2 


a Ce 
Jo)= ght ght 


a 


Nunmehr wird die Reihe rechter Hand, wenn wir die Nebenbedingung (9) 
ai ism ie Ae) 
Ns wae 
stellen, ihren Minimalwert fiir 
6 = AY, & = 0, 1G = 0; 
und, wenn wir die Nebenbedingung (11) 
@+ea+---=1 
stellen, ihren Maximalwert fiir 
Cl CoG ea) 
erhalten, wobei 2) den kleinsten Eigenwert bedeutet. Demnach werden 
u(x) = v(x) und w(x) = p(x) 
die gesuchten Lésungen der beiden Variationsprobleme. 

Wir sehen also, dab vermége der Transformation (12) oder (15) das 
Integral (8) in das Integral (10) iibergeht, dagegen nicht zugleich die 
Nebenbedingung (9) in die Nebenbedingung (11). Wollen wir letztere 
Nebenbedingung erhalten, so miissen wir vielmehr in dem ersten Variations- 
problem an Stelle von (9) die Nebenbedingung 


0) 


[(Lw)da ee 


a 
wahlen, wobei w an den Randpunkten x = a und x = b verschwinden soll; 
in der Tat iiberzeugt man sich leicht, da die daraus nach den Regeln 
der Variationsrechnung entspringende Differentialgleichung wiederum keine 
andere als 4(@) =O wird, wo o = — L(u) ist. Das letztyenannte Variations- 
problem erscheint in diesem Sinne mit dem erstgenannten Variations- 
probleme fquivalent. 


Achtes Kapitel. 
Sich selbst adjungierte partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung von elliptischem Typus. 


Die in Kapitel VII entwickelte Theorie der gewéhnlichen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung laft sich vollkommen auf die sich selbst 


—— 
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adjungierten partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von ellip- 
tischem Typus tibertragen, da ja, wie wir in der Hinleitung zu Kapitel I 
bemerkt haben, unsere Methoden und Resultate iiber die Integralgleichungen 
auch giiltig sind, wenn in denselben an Stelle der einfachen Integrale 
mehrfache Integrale stehen und dementsprechend der Kern K eine 
symmetrische Funktion zweier Reihen von Variabeln bedeutet. 


In der wy-Ebene sei eine geschlossene Kurve C durch die Gleichungen 
n= a(s), y—b(s) 

gegeben, wo a(s), b(s) stetige Funktionen der Bogenliinge s sind, deren 
Ableitungen — von einer endlichen Anzahl von Werten s abgesehen — 
ebenfalls stetig ausfallen. Das von dieser Kurve C umschlossene endliche 
Gebiet der «wy-Ebene werde mit J bezeichnet, die Kurve C heife die 
Randkurve des Gebietes J. Der allgemeinste homogene lineare, sich selbst 
adjungierte, partielle Differentialausdruck zweiter Ordnung von elliptischem 
Typus kann stets auf die Form 


E(u) = 2% 4 28 + gu 
“4h Op ow Op ou 
=pAIut on on aye 


gebracht werden. Wir machen iiber die in L(u) auftretenden Funktionen 
folgende Annahmen. Hs sei w eine Funktion der Verinderlichen 2%, y, 
deren zwei erste Ableitungen innerhalb des Gebietes J, sowie an der 
Randkurve C stetig sind; ferner sei p irgendeine innerhalb jenes Gebietes 
einmal nach z und y stetig differenzierbare Funktion von 2, y, die tiber- 
dies innerhalb J positiv ausfallt; endlich sei irgendeine innerhalb J 
stetige Funktion von @, y. 

Bedeutet v wie w eine zweimal stetig differenzierbare Funktion 
yon 2, y, so gilt die sogenannte Greensche Formel 

: Ov ow 
(14) f{eLw — wL(v) aT = fp fu se — 0 5} as; 
(J) (0) 

darin ist das Integral links tiher das Gebiet J, das Integral rechts tiber 
die Randkurve C zu erstrecken, und ~ bedeuten die Ableitungen nach 
der ins Innere gerichteten Normale der Randkurve C; dJ bedeutet das 
Flichenelement von J, und ds das Langenelement von C. 


Es seien 7,, 72 solehe Funktionen der Variabeln 2, y und der Para- 
meter £, y, die innerhalb J und auf der Randkurve C in bezug auf a, y 
zweimal stetig differenzierbar und von der Art sind, daB der Ausdruck 
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y(ay, &n) = — nl(V@— + Yo) + 7 
= yl (=) Ys; (0 = V (x 3 gy? + (y ~ n)°) 


in bezug auf das Variabelnpaar x, y — wenn nicht gerade 4 =& y= 
wird — der Differentialgleichung 

Lin) = 0 
gentiot; auBerdem sei identisch fiir alle & 7 


7(éu,, $y) = 1. 


Ein solcher Ausdruck y(xy,&) werde eine Grundlisung der Diffe- 
rentialgleichung L(u) =0 fiir das Gebiet J genannt.’) 

So besitzt 4(w) = 0 die Grundlésung — /(0), und fiir die Differential- 
gleichung 4(w) +u—=0 ist — K(g) eine Grundlésung, wenn K die be- 
reits oben (S. 53) benutzte Besselsche Funktion zweiter Art bedeutet. 

Setzen wir in der Greenschen Formel (14) fiir w irgendeme Lésung 


der inhomogenen Differentialgleichung 
L(w(ay)) = — 2x (ay) 


und an Stelle von v eine Grundlésung y(xy, §y) ein, wobei & 7 einen 
festen Punkt innerhalb J darstellt, so ergibt sich die Formel 


(15) u(éy) = | r@y, &n) pay) ad 
ver). 


1 Oy (ZY, u(xy) , 
+ ana) [ (y){u(ay) é oe ) a oe ven bn) | ads 

Zu einer vorgelegten Differentialgleichung L(u) = 0 werden offenbar 
aus einer Grundlésung unendlich viele erhalten, wenn man ein beliebiges 
Integral von L(w) = 0 hinzufiigt, das an jeder Stelle innerhalb J stetig¢ 
ist. Fiir unsere weiteren Entwicklungen sind diejenigen Grundlésungen 
von besonderer Bedeutung, die an der Randkurve C gewisse homogene 
Randbedingungen erftillen, und zwar kommen dabei insbesondere diejenigen 
Randbedingungen in Betracht, die den Randbedingungen ]—V* (S. 41) 
in der Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichungen entsprechen. Wir 
heben hier nur folgende fiinf Arten von Randbedingungen fiir eine Funk- 
tion f(xy) hervor: 


I. f(zy) =0 _ fiir alle Punkte w, y der Randkurve C. 


4) n ” ” ”? ” ” ” ” 


1) Dieser Begriff der Grundlésung ist zuerst von A. Sommerfeld eingefiihrt 
worden, vel. Mathematische Enzyklopidie Bd. Il, 8. 515. Hinsichtlich ihrer Existenz 
vgl. E. Holmgren, Math. Ann. Bd. 58 8S. 404. 
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TIL. e + hf =0 fiir alle Punkte x, y der Randkurve C. 


IV: [fey —(fenkes, [x]-— oak fir alle s; 


dabei bedeutet der Parameter s die Bogenlinge der Randkurve C von 
einem festen Punkte s=0 an bis zu einem beliebigen Punkte derselben 
gerechnet, wahrend / die Gesamtliinge der Randkurve C bezeichnet. 


V. Ist die Randkurve C singulare Linie der Differentialgleichung 
L(u) =0 von gewisser Art (Nullinie von p), so ist als Randbedingung 
die Forderung zulissig: es soll f(vy) bei der Annaherung an die 
Randkurve endlich bleiben. 


V*, Wird die bisherige Betrachtungsweise in der Weise verall- 
gemeinert, daB an Stelle der ay-Ebene eine beliebige geschlossene 
singularitatenfreie Flache tritt (vgl. diesen Abschnitt S. 64), so kann die 
Randbedingung fiir f(vy) durch die Forderung ersetzt werden, daB die 
Funktion f(xy) sich tiberall auf der Flache regular verhalten soll. 


Diese Randbedingungen kénnen noch in verschiedenster Weise mit- 
einander kombiniert werden derart, daB auf einem Teile der Randkurve C 
die eine, auf einem anderen Teile eine andere Randbedingung erfiillt ist. 

Eine Grundlisung g(ay, &n) fiir das Gebiet J, die als Funktion von 
x,y an der Randkurve C eine homogene Randbedingung der genannten 
Arten erfiillt, heiBt die zu dieser Randbedingung gehorige Green- 
sche Funktion der Differentialgleichung L(w) =0; ferner heiBe 
der Quotient 


G(ay, &n) = acne” 


die zu jener Randbedingung gehirige Greensche Funktion des 
Differentialausdruckes L(u). 
Wenn fiir einen Differentialausdruck L(w) keine Greensche Funktion 

im eben definierten Sinne existiert, so verfahren wir genau analog, wie 
in dem entsprechenden Falle in der Theorie der gewohnlichen Differential- 
gleichungen (S. 44): ist dann nimlich 7 (xy) eime von Null verschiedene 
iiberall stetige Loésung der Differentialgleichung L(u) = 0, die die be- 
treffende Randbedingung, sowie die Relation 

[@apyat = 1 

(J) 
erfiillt, so konstruieren wir eine Liésung g(wy, Ey) der inhomogenen 
Differentialgleichung 


L(u) = 2p (En) v wy) HEN), 


die an der Stelle s = £ y—7 in derselben Weise wie eine Grundlésung 
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logarithmisch unendlich wird, auf C die betreffende Randbedingung und 
tiberdies die Gleichung 

Jo(@y, &u)vwy)aT = 0 

() 
erfiillt. Die Funktion 


cont) 


geniiet der Differentialgleichung 
L(u) = 2ayp(cy)y(En). 
Die Funktionen g(ay, §), G(ay, §y) werden als Greensche Funktionen 
im erweiterten Sinne bezeichnet. Man sieht leicht ein, wie die Definition 
der Greenschen Funktion weiter zu verallgemeinern ist, wenn auch im 
eben definierten Sinne eine Greensche Funktion nicht existiert.’) 
Wie oben (S. 45) gewinnen wir leicht das Symmetriegesetz der 
Greenschen Funktion eines Differentialausdruckes 
G (En, Sy") = GE y*, Sn) 
und sodann unter Heranziehung der Formel (15) die folgende Tatsache: 
Satz 17. Wenn die Greensche Funktion eines Differentialausdruckes 
L(u) fiir eine gewisse Randbedingung als Kern einer Integralgleichung 
erster Art 
f(xy) eee En) p(En) dT 
J 


genommen wird, wo f(xy) eine gegebene zweimal stelig differenzierbare, jener 
Randbedingung geniigende Funktion ist, so besitzt diese Integralgleichung 
eine und nur eine Losung p(ay), und man erhdlt diese Lisung durch 
die Formel ; 


p (xy) = — os L(f(zy)); 


umgekehrt, wenn (xy) wgendeine stetig differenzierbare Funktion ist und 
eime Losung der Differentialglerchung 


Lif(ay)) + 2x9 (ay) =0 


gefunden werden soll, die der gewdhlten Randbedingung geniigt, so ist diese 
Lisung dadurch eimdeutig bestemmt, wnd man erhdlt sie durch die Formel 


f(ay) =f G (wy, &n) p (En) ad. 


CD) 
Aus diesem Satze entnehmen wir leicht wie oben (S. 47), daB die 
Greensche Funktion G(wy,& 4) einen Kern darstellt, der nach der im 


1) Uber den Existenzbeweis der erweiterten Greenschen Funktion vergleiche 
Kap. IX, und Kap XVIII. 


a 
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ersten Abschnitt eingefiihrten Ausdrucksweise sowohl abgeschlossen 
als auch allgemein ist. 


Nunmehr gehen wir zur Behandlung des Differentialausdruckes 
A(w) = L(u) + 2adu 
iiber und erhalten genau wie oben (8. 46—51) durch die analogen Schliisse 
der Reihe nach folgende Satze: 

Satz 18. Wenn die Greensche Funktion eines Differentialausdruckes 
L(u) fiir eine gewisse Randbedingung als Kern der Integralgleichung 
zweiter Art 
(16) f(ay) = ¢(«y) — ia) K(ay, &n) p(n) ad 

J) 


genommen wird, so erhilt man die lésende Funktion K(ay, &) dieser Integral- 
gleichung, indem man die zu der niimlichen Randbedingung gehorende 
Greensche Funktion des Differentialausdruckes 
<= 2 

an A(u) = L(u) + 2ahu 

Wir bezeichnen die Higenwerte 2”) und Higenfunktionen ~”(axy) 
der Integralgleichung zweiter Art (16) auch als die EKigenwerte baw. 
Eigenfunktionen der Differentialgleichung A(u) =0 fiir die be- 
treffende Randbedingung.") 

Satz 19. Wenn h(xy) eine stetige Funktion von x, y bezeichnet, so 
dap fiir alle Eigenfunktionen ~™ (ay) der Differentialglerchung A(u) = 0 


die Gleichung 
[rcv @y) dd = 0 
J) 
erfillt ist, so ist h(ay) identisch 0. 
Satz 20. Wenn die in Fourierscher Weise gebildete Reihe 
Vay) + QyO(ey) +o 
Cm = J Fay) y™ (wy) aT 
(J) 
gleichmiBig konvergiert, so stellt sie die Funktion f(ay) dar. 


1) Die Eigenfunktionen der Differentialgleichung du + 4u—0 hat H. Poincaré 
untersucht und als ,,fonctions harmoniques‘t bezeichnet. Seit dem Erscheinen seiner 
grundlegenden Abhandlung ,,Sur les équations de la physique mathématique, 
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (1894) haben sich zahlreiche Forscher 
mit dem Beweise fiir die Existenz jener fonctions harmoniques und mit dem Problem 
der Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach denselben erfolgreich beschiftigt: 
u. a. Le Roy (Annales de l’Bcole normale supérieure 1898), W. Stekloff (Annales 
de la faculté de Toulouse 1900), S. Zaremba (Annales de V’Ecole normale supérieure 
1899, Journ. de Math. 1900), A. Korn (Abhandlungen zur Potentialtheorie 4. Berlin 1902). 
Wie es scheint, umschlieBen die im folgenden gewonnenen allgemeinen Sitze die 
wesentlichen Resultate der genannten Forscher. 
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Satz 21. Jede zweimal stetig differenzierbare und den betreffenden 
Randbedingungen geniigende Funktion f(xy) ist auf die Fowriersche Weise 
in eine Rethe entwickelbar, die nach den Eigenfunktionen y™ (ay) der 
Differentialgleichung A(w) = 0 fortschreitet; diese Reihe konvergiert absolut 
und gleichmapig. 

Ist statt des Differentialausdruckes 4(w) ein Differentialausdruck von 


der allgemeineren Gestalt 
Ow Ou 
OD Op = 
L(w) + Aku = ( aa) a 


vorgelegt, wo k irgendeine innerhalb des Gebietes J positive Funktion 
von 2, y bedeutet, so setze man 
v 
~ Vk 
und multipliziere dann den erhaltenen Ausdruck mit 74 ; dann entsteht 
ein Ausdruck von der friiheren Gestalt, namlich 
A*(v) = L¥(v) + dv, 


wo 
se Ov i yeu 
( On oy Gv, 
py an -; 
2 
#1 (S) 
ist. Vi 


Die Betrachtungen dieses Kapitels VIII lassen sich leicht auf den 
Fall tibertragen, da das Integrationsgebiet J auf einer beliebigen Flache 
im Raume gelegen ist: an Stelle des bisherigen Differentialausdruckes fiir 
das ebene Gebiet J tritt dann eine gewisse Verallgemeinerung des Beltra- 
mischen Differentialparameters, nimlich der Differentialausdruck 


g Ou f Ou i, A Ca pee 

1 0 Ox 04 On Ou 

ie = rol ens ( it) al Vines %)) ape 
© Veg —f? ex as Veg —f - oy Veg —f? eae 


darin bedeuten a, y die See Koordinaten der ane und @ f, 9g 

in bekannter Weise die Koeffizienten des Quadrates des Linienelementes 
ds* = edz? + 2fdxady + gdy’ 

der Flache; p bedeutet eine innerhalb J positive stetig differentiierbare 

Funktion und q irgendeine stetige Funktion auf der Flache. Die Green- 

sche Formel (14) gilt fiir irgendein Gebiet J auf der Flache mit der 

Randkurve C unverandert in der bisherigen Gestalt.1) 


1) voll G. Darboux, Theorie générale des surfaces liv. VII chap. I. 
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Ist insbesondere die Flache geschlossen und singularititenfrei, so 
kann die Randbedingung fiir eine Funktion f(ay) durch die Forderung 
ersetzt werden, da8 die Funktion f(xy) sich tiberall auf der Flache regular 
verhalten soll (Randbedingung V* 8. 42). Auch in diesem Falle lehrt 
unsere Theorie die Existenz der Higenfunktionen und die Entwickelbarkeit 
einer willktirlichen Funktion auf der Flache nach jenen Higenfunktionen 
der Flache.*) 

Als Beispiel diene die Kugel K mit dem Radius 1, Wahlen wir fiir 
x, y die Polarkoordinaten #, gy, so erhalt wegen 


@= 15 
f=9, 
g = sin? d 


unser Differentialausdruck ftir p = he ,7=0 die Gestalt: 


Te! dat oe a Ow Lee) 
(Vs pearters (sin oan tata aps 


Die Greensche Funktion g(@p, #*g*) im erweiterten Sinne hat wegen 


py = Wi der Gleichung 


1 
Lg) = rs 


zu geniigen. Bedeutet 0 die kleinste sphirische Entfernung der Punkte 4, » 
und #*, g* auf der Kugel, so ergibt sich 


< i. Qe 
g(Og, * g*) = —1 (2 sin <) : 
dieselbe erfiillt in der Tat das Symmetriegesetz.’) 


Die Higenwerte zum Kern G = 22g d.h. die Higenwerte der Diffe- 
rentialgleichung 


A(u) = L(u) + 4u = 0 


sind 


ACO) oe (n = 0, iP 2, we 5) 


und zwar wird allgemein 2” ein 2” + 1 facher Higenwert, indem zu A) 
als Higenfunktionen die 2n +1 Kugelflachenfunktionen P™ yom nten 
Grade gehéren; die letzteren erfiillen mithin die Differentialgleichung 


L(u) + 14@u = 0 


1) Vgl. Kap. XVII. 

2) Diese Greensche Funktion fiir die Kugelflache haben bereits E. Zermelo, 
Hydrodynamische Untersuchungen tiber die Wirbelbewegungen in einer Kugelfliche, 
Zeitschrift fiir Math. und Phys. Bd. 47 (1902) und J. Hadamard, Propagation des 
ondes, Paris 1903, berechnet. Beziiglich der Existenz eines Potentials auf einer ge- 
schlossenen Fliche vgl. E. Picard O. R. (Paris, 1900 und 1903.) 
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und die Integralgleichung 


4) [P© (9* g*) Gog, &*p*) dK = P™ (bq) 


(K) - 


oder 
am m 
a ao J] [ Po (o*g*) 1 (2 sin) sin 9dgdd = P(g). 
ve 


Unser Satz 21 lehrt, daB jede zweimal stetig differenzierbare Funktion 
auf der Kugel nach den Kugelflachenfunktionen entwickelbar ist. 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB die Bedeutung der Higenfunktionen 
als Lésungen gewisser Variationsprobleme, sowie alle hiermit in Zu- 
sammenhang stehenden Tatsachen, wie sie fiir den Fall gewdéhnlicher 
Differentialgleichungen am Schluf des Kapitels VII angedeutet sind, ent- 
sprechend auch fiir den gegenwirtigen Fall der partiellen Differential- 
gleichungen zutreffen. 


Neuntes Kapitel. 


Existenz der Greenschen Funktion. 
Auftreten eines Parameters in der Randbedingung 
bei partiellen Differentialgleichungen. 


Auch die Untersuchungen dieses Kapitels betreffen die Integration 
partieller Differentialgleichungen mit zwei unabhangigen Variabeln 2, y; 
doch soll nicht wie in Kapitel VIII die Differentialgleichung den Para- 
meter 2 enthalten, sondern wir nehmen vielmehr an, da8 der Parameter 4 
in der Randbedingung auftritt. Es wird sich zeigen, daB auf gewisse 
dann entstehende Fragen ebenfalls die im ersten Abschnitt entwickelte 
Theorie der Integralgleichungen erfolgreiche Anwendung findet. 

Wenn die zu einer Randbedingung gehérige Greensche Funktion G 
bekannt ist, so wird stets eine gewisse zugehérige Randwertaufgabe lésbar. 
Setzen wir beispielsweise in der Formel (15) (S. 60) 


y (ay, §u) = p(n) G* (wy, §n), 
wo G'(ay,&) die zur Randbedingung I gehérige Greensche Funktion 
des Differentialausdruckes L(w) bezeichnet, und wahlen dann fiir w irgend- 
eine Lisung der Differentialgleichung L(w) = 0, so entsteht die Gleichung 


Lap 
u(En) = 5 Ji Ip (zy)u(ry) eel Le 
(C) y =6(s) 
diese Formel lost die Aufgabe, das stetige Integral w jener Differential- 
gleichung L(w) = 0 im Innern des Gebietes J zu finden, wenn seine Werte 
auf der Randkurve C gegeben sind. 


eo, ee 


Kap. IX. Existenz der Greenschen Funktion. 67 


In entsprechender Weise bezeichnen wir mit G™(axy,&y) die zur 
Randbedingung II gehérige Greensche Funktion des Differentialausdruckes 
L(u) und setzen in Formel (15) (S. 60) 


y (vy) = p(En) Gay, &n); 
wihlen wir dann fiir w wiederum eine Lésung der Differentialgleichung 


L(u) = 0, so wird 
(1) abn) =~ ge f [een 8Y omen tn] 


(@) y=b(s) 
diese Formel lost die Aufgabe, das Integral uw jener Differentialgleichung 
L(w) = 0 im Innern des Gebietes J zu finden, wenn die Werte seiner 
normalen Ableitung auf der Randkurve C gegeben sind. 

Umegekehrt sieht man sofort wie in der Potentialtheorie ein, daf, 
wenn die letztgenannten Randwertaufgaben als losbar erkannt sind, daraus 
mit Hilfe einer Grundlésung stets die Existenz der Greenschen Funk- 
tionen G! bzw. G™ folet. 

Ehe wir nun der Frage nach der Existenz der Greenschen Funktionen 
niher treten, schicken wir einige Betrachtungen voraus, die sich auf 
den Zusammenhang zwischen gewissen Kernen von Integral- 
gleichungen beziehen. Wie in Kapitel II] werde, wenn K(s, ¢) irgend- 
ein Kern ist, die Funktion 


? 


KK(s, ) = f. Tee r) K(t, r) dr 


als der aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte Kern bezeichnet. 
Hine Reihe von Higenschaften lassen sich von dem Kern K(s, ¢) aussagen, 
wenn die entsprechenden Higenschaften von K K(s, ¢) bekannt sind; hier 
moégen nur folgende Satze erwaihnt werden: 

Satz 20. Wenn der aus K(s,t) zweifach zusammengesetate Kern 
abgeschlossen oder allgemein ist, so ist stets .auch der Kern K(s, t) ab- 
geschlossen baw. allgemein. 

Satz 21. Wenn K(s, t) ein abgeschlossener Kern ist und die Integral- 
gleichung erster Art mit dem Kern KK(s, t) lisbar ist, so ist es auch 
die Integralgleichung erster Art mit dem Kern K(s, t). 

In der Tat, aus 


b 
f(s) =f K(s, ) pat 
folgt durch Multiplikation mit K(r, s) und Integration nach s die Gleichung 


[Ky s) f(s) ds = {KK(r, t) p (t) dt. 


5* 
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Wenn f(s) eine gegebene Funktion ist, so wird die linke Seite dieser 
Gleichung ebenfalls eine bestimmte Funktion, und aus dieser folgt die 
Funktion g(¢) durch Lésung der Integralgleichung erster Art mit dem 
Kern K K(s, t). 

Satz 22. Wenn KK(s,t) ein allgemeiner Kern ist, so laBt er sich 
stets in eine Rethe entwickeln: 


(1) (g) ap (¢ (2) (g) ap (2) (¢ 
KK(s, t) a . a a a © ak u pias "D 


wobei A, 22), ... und p(s), p(s)... die zw KK(s, t) gehdrigen Eigen- 
funktionen bzw. Eigenwerte bedeuten. 

Zum Beweise wende man Satz 7 des ersten Abschnittes auf den 
Kern K(s, ¢) an und setze in der so entstehenden Entwicklung an Stelle 
der Funktion g(t) den Kern K(é,7) ein. 

Da in den Entwicklungen des Kapitels I] und in Kap. VI die Sym- 
metrie des Kernes K(s, ¢) nirgends vorausgesetzt wurde, so existiert fiir 
eine Integralgleichung zweiter Art, auch wenn ihr Kern K(s, ¢) un- 
symmetrisch ist, eine lésende Funktion, d.h. eine Funktion K(s, 7) von 
der Art, daf 


b 
K(s, t) = K(s,t) —Af K(s,r)K(y, t) dr 


wird, allemal dann, wenn K(s, ¢) nur Singularitiiten von niederer als der 
4+ten Ordnung besitzt. Ebenso folgt, daB eine Integralgleichung zweiter 
Art, deren Kern K(xy, &y) eine Funktion zweier Variabelnpaare ist, ge- 
wif eine lésende Funktion besitzt, wenn der Kern K(avy, §y) nur Singulari- 
titen von niederer als erster Ordnung besitzt. | 

Wenn der Kern K(s, ¢) baw. K(axy,&y) einer Integralgleichung nicht 
symmetrisch ist, so verstehen wir unter dem aus K(s,t) baw. K(xy, 7) 
zweifach zusammengesetzten Kern die Funktionen 


+ 6 
KK(s, t) = [K(s,r) K(s, t) dr 


bzw. 
KK (ay, &y) = [K(ay, ry) K(vy, &0) a. 
WV) 
Auch die Begriffe Higenwert und Higenfunktion sind unmittelbar auf 
den unsymmetrischen Kern iibertragbar. Hs kann nun vorkommen, dab 
der zweifach zusammengesetzte Kern K K(s,t) baw. KK(axy, &n) an den 
Stellen 
S=t baw. @=6, y= 

nur von niederer als der }ten bzw. der ersten Ordnung singular ist, 
wahrend dies fiir den urspriinglichen Kern K(s, t) baw. K(xy, &y) nicht 
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zutrifft.!) In diesem Falle kénnen wir von folgenden Sitzen Gebrauch 
machen, die von dem Zusammenhange zwischen den Integral- 
gleichungen zweiter Art mit dem urspriinglichen und dem 
zweifach zusammengesetzten Kern handeln: 


Satz 23. Wenn A=1 ein Higenwert der Integralgleichung zweiter 
Art mit dem Kern KK(s, t) ist, so gibt es unter den zu diesem Kigen- 
wert gehirigen Eigenfunktionen gewif eine solche Eigenfunktion p(s), die 
entweder die Integralgleichung 

b 
p(s) = + | K(s, t) p(t) dt 


oder die Integralgleichung 


9() = Kl, ) 9 Oat 


befriedigt. 
Zum Beweise setzen wir 
b 
(18) v(s) = [KC ) 9 @ as; 
dann wird 


KG, 8) v(s) ds ~ (KK, t) p(t) dt 


oder, da g(s) als Higenfunktion von KK(s, t) der Gleichung 


(19) p(s) = [KK (s, t) p(t) at 
gentigt: : 
(20) p(n) = [K(r, s) ¥(s) ds. 


Tragen wir diesen Wert von g(r) in die rechte Seite von (18) ein, so 
entsteht 


b 


v(s) = | KK(s, t) vo at, 


d. h. die Funktion 7(s) erfiillt die namliche Integralgleichung wie g(s). 
Wir nehmen der Kiirze wegen an, es giibe nicht zwei voneinander linear 
unabhingige Lésungen g(s) der Gleichung (19); alsdann folgt notwendig 


y(s) ai cy(s), 


1) Diese Tatsache ist bereits von I. Fredholm bemerkt und in thnlicher Weise 
wie hier zur Auflésung von Integralgleichungen benutzt worden, wenn der Kern fiir 
s=—t baw. c=£, y=7 sich singular yerhilt, ygl. Acta math. Bd, 27 8. 384. 
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wo ¢ eine Konstante bedeutet. Die Beriicksichtigung dieser Beziehung in 
(18) und (20) fiihrt zu der Gleichung c? = 1, womit die in Satz 23 auf- 
gestellte Behauptung bewiesen ist. Ebenso leicht gestaltet sich der Nach- 
weis ohne jene Annahme. 

Satz 24, Wenn die Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern 
KK(s, t) fiir den Parameterwert 1 = 1, d. h. die Integralgleichung 


(21) FS) = p(s) —f EK(s, t) pat 


losbar ist und 4=1 nicht gerade einen Eigenwert des Kerns KK(s, t) 
bedeutet, so ist auch die Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K(s, 1), 
nimlich die Integralgleichung 


b 
(22) f(s) = 9(s) —f K(s, t) p@) dt 
losbar. 
Zum Beweise setzen wir, wenn f(s) eine gegebene Funktion bedeutet, 


F(s) = f(s) + ffOK(s, 6) dt 


und bezeichnen mit g(s) die Lésung der mit diesem F(s) gebildeten 
Integralgleichung (21). Bilden wir dann die Funktion 


(23) v(s) =f K(s, t) p(t) dt + f(s) 


und setzen dieselbe in (21) an Stelle von g(s) ein, so ist die entstehende 
Gleichung genau dieselbe wie die, die man aus (21) durch Multiplikation 
mit K(r,s) und Integration nach s erhalt. Daraus folgt, daB auch p(s) 
eine Lésung von (21) sein muf. Da aber 1=1 kein Higenwert des 
Kerns K K(s, t) sein sollte, so besitzt diese Integralgleichung nur eine 
Lésung; daher muf (s) mit ~(s) iibereinstimmen, d. h. wegen (23): p(s) 
ist zugleich die gesuchte Lésung der Integralgleichung (22). 


Nach diesen Vorbereitungen stellen wir uns nunmehr die Aufgabe, 
fiir ein beliebiges Gebiet J mit der Randkurve C die Greensche 
Funktion erster Art, d.h. diejenige Greensche Funktion G'(ay, &y), 
die zu der Randbedingung I gehort, fiir einen beliebigen Diffe- 
rentialausdruck L(w) zu konstruieren. 

Zu dem Zwecke betrachten wir zunaichst den Differentialausdruck 


07 u 07 u oP ou OP ou 
LD FS Oy? Toe aah Oy Cy’ 
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wo P eine beliebige innerhalb J und auf der Randkurve C stetig diffe- 
renzierbare Funktion sein mdge. Wir nehmen nun an, es sei die zur 
Randbedingung I gehérige Greensche Funktion fiir den Differentialausdruck 
Oru i 07 u 
Ou Oy? 
eine innerhalb J zweimal stetig differenzierbare und auf C verschwindende 
Funktion, und setzen wir 

(24) Dw) =f (ay), 

so entnehmen wir aus der Formel (15) die Gleichung 


1 OP oa OPTO 
en) - af Tes fe ee 
J) 


und unter Anwendung der Regel fiir die Integration eines Produktes: 
P. PB, 
_ la(renen32) a(riex ens) 
' Yi 
wen) =— a f |g St 


V) 


bekannt, und bezeichnen dieselbe mit I'(ay, &y). Ist dann u 


u(ay)dd 


1 
_£ (res, én) f(xy) ad, 
(7) 
d. h. die der Randbedingung I geniigende innerhalb J stetige Losung u(a, y) 
der Differentialgleichung (24) geniigt der Integralgleichung 


(25) F(én) = u(én) — f K(ay, &n) u(ay) ad, 
wo zur Abkiirzung a 


Fen) —— 4 f Tew en flen) a, 


VJ) 
0 Tey, én) = | 
Ou N | oy wv) 


oP 
Ox 


a (Tey, &m) 


K(ay, §0) = a 


gesetzt ist. 

Wir betrachten nun den aus K(xy, &n) zweifach zusammengesetzten 
Kern KK(axy, &y). Da der Kern K(xy, Ey) fir «=§, y= von der 
ersten Ordnung unendlich wird, so folgt leicht, daB der Kern KK(xy, &) 
fix «—£, y= nur logarithmisch unendlich wird. Nach dem oben 
Gesagten (S. 68) ist daher die Integralgleichung zweiter Art 


F* (ay) = u* (ay) — Af KK (ay, En) u* (En) dd 
(VV) 


fiir den variablen Parameter 1 auflésbar. 

Wire 4 =1 ein Higenwert fiir diesen Kern KK (ey, Em), so miiBte 
nach Satz 23 eine Kigenfunktion p(«y) existieren, die zugleich auch eine 
der Integralgleichungen 


p(ay) = +f K(ay, §n) p(n) dT 
(J) 
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befriedigt; dann aber ware m(&) ein auf der Randkurve C verschwindendes 
Integral eimer der beiden Differentialgleichungen 


0? u O*u 1 (c2 du , OP ee) 0 
Os m0) ee pe, > 


Ox ox ' Oy Oy 

Da aber fiir jede auf C verschwindende Funktion u die Identitit 
+P((/Ou\2 ou Lp [o7u , 074 oP ou , oP du 

ae (es) talae a jar —fe ‘oat a a ee pe oe jy) aad 

J) J) 

gilt, so wiirde sich g(vy) notwendig als Konstante und mithin gleich Null 

argeben, was nicht der Fall sein sollte. Die Annahme, daB 4 =1 em 

Higenwert fiir den Kern KK (xy, 7) sei, ist somit als unzutreffend erkannt. 
Nunmehr lehrt Satz 24, da& auch die Integralgleichung (25) eine 

Lésung besitzt; diese Losung u(xvy) ist das gewiinschte Integral der 


Differentialgleichung (24), welches auf der Randkurye C verschwindet. 
Hs sei zur Abkiirzung gesetzt: 


ao P (én) ~ OP En) 
oe Be ee, P= ee 

beve Sen) We Ger ieH) OPEN 
Pi, = ob ? Pea 0€0Nn d hay on? ’) 


r=|Va@—t?+y—n) |, 
Ys es (eT) 
+ oe + ee 2 Pe: + dee} (a — §)? 
GE wth 0 tee ep FMC Foe ong) 
Paet esate ae eee 
Wegen 


D(nt4) = DG): 14— (09+ Fn) at — (0 4 en) 


folgt durch eine leichte Rechnung, dai D(y,1—) eine auch an den 


Stellen a=& y=y stetige Funktion wird. Wir bezeichnen mit y, 
irgendeine Funktion von @, y, die innerhalb J zweimal stetig differenzier- 


bar ist und auf der Randkurve C dieselben Werte wie yb annimmt, 


und konstruieren alsdann nach dem Vorstehenden die auf C verschwindende 
Lésung der Differentialgleichung (24) fir 


fey) = D(r,1-—— 1»); 


ist y, diese Lésung, so stellt offenbar 
1 
Ci page fet V3 


die zur Randbedingung I gehérige Greensche |Funktion der Differential- 
gleichung D(w) = 0 dar. 
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Mit Hilfe des Satzes 18 und unter Beriicksichtigung einer friiheren 
Bemerkung (8.64) folgt dann auch die Hxistenz der zur Randbedingung I 
gehérigen Greenschen Funktion fiir den beliebigen Differentialausdruck L(w). 


Wir wenden uns nun zu der Frage nach der Hxistenz der zur 
Randbedingung II gehérigen Greenschen Funktion und betrachten 
zunichst den spezielleren Differentialausdruck 

Ou Ou 
le aele oa): 


Ox oy 


LF (u) = 


der aus L(w) entsteht, wenn man g=0 nimmt. Ist w eine der Differen- 
tialgleichung L*(w)=0 gentigende Funktion, so gibt es offenbar eine 
Funktion » der niimlichen Verinderlichen wy von der Art, dai 


Ou Ov 

Oe. ey? 

Ou Ov 
Poy i edig 


wird. Die Funktion v ist hierdurch bis auf eine additive Konstante be- 
stimmt; sie gentigt der Differentialgleichung 


1 dv 1 dv 
Tecan ear 
M* (0) =— lee Ur 
und heiBe die zu w konjugierte Funktion. 
Wenn durch s,  irgend zwei von einem Punkte ausgehende Rich- 
tungen bezeichnet werden, die in dem Sinne wie die positiven Richtungen 
der z- und y-Achse zueinander senkrecht stehen, so ist stets 


= 0 


Ou Ov a 1 Ov 
Poe Pn us 0w Se P08 
Nehmen wir nun an, es gibe fiir den Differentialausdruck M*(v) 
eine zur Randbedingung I gehérige Greensche Funktion G*, so existiert 
notwendig fiir den Differentialausdruck Z*(w) eine zur Randbedingung Il 
gehorige Greensche Funktion G”. 
In der Tat 148+ sich die zweite Randwertaufgabe fiir L*(w) = 0 auf 


die erste Randwertaufgabe fiir M*(v) = 0 zuriickfiihren. Bezeichnen wir 


namlich mit f(s) die ftir Gy vorgeschriebenen Werte auf der Randkurve C, 
so muB notwendig 


on 


J pf(s) ds = 0 
(¢) 
ausfallen, und daher stellt 


g(s) = — [ots ds 
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eine stetige Funktion auf der Randkurve C dar. Wir bestimmen nun das 
Integral v der Differentialgleichung M*(v) = 0 mit den Randwerten 9(s); 
ist alsdann — wu die zu v konjugierte Funktion, so besitzt w offenbar die 
vorgeschriebenen normalen Ableitungen auf der Randkurve C. 

Wir wenden jetzt die Greensche Formel (14) an, indem wir in der- 
selben fiir » die eben konstruierte Greensche Funktion G™ und fir wu 
irgendeine stetige Lésung von L*(w) =O nehmen. G™ ist im gegen- 
wartigen Falle der Differentialgleichung L*(w~) = 0 eine Greensche Funk- 
tion im erweiterten Sinne, da die Konstante eine Lésung von L*(u) = 0 
mit verschwindender normaler Ableitung liefert; wir haben demgemab . 


Oe 
L+(Gt) ==, 


f G2 (ay, §n) dd = 0, 

(J) 
worin J den Flacheninhalt des Gebietes J bedeutet. Die Greensche 
Formel (14) liefert 


1 Ou 1 
Aeon Pere ar] dst zp uad. 
(C) y = b(s) (J) 


Setzen wir 

[w(xy) ]x=a(s) = u(s), 

y= b(s) 
[v Mle = a9 > v(s), 
[G* (xy, &y)]e= a), §=a(0) = G(s, 6), 
9 = 5(8), n= 6 (0) 
so folgt 
(26) u(6) = 2 | 2° G(s, od 
On ds , St Cy; 


(C) 
wo ¢, eine durch die Funktion w bestimmte Konstante bedeutet. 
Andererseits gehen wir von der Gleichung M*(v) =O aus und be- 
zeichnen mit H™ (xy, &y) die zugehérige Greensche Funktion fiir die Rand- 
bedingung II und mit H™(s, 6) die betreffende aus ihr entsprechend 
hervorgehende Funktion von s,6. Da offenbar die zu v(xy) konjugierte 
Funktion — u(w, y) wird, so erhalten wir nunmehr die Gleichung 


(27) vo) =— = | YO HTG, 6) ds +c,, 
(¢) 
wo ¢, wiederum eine Konstante bedeutet. 
Die gefundenen Gleichungen (26), (27) sind Integralgleichungen erster 
Art mit den symmetrischen Kernen G(s, 6), H™(s, 6). Diese Kerne 


sind von der Gestalt 
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eU(|s — 6) + 8(s, 6), 
wo ¢ eine Konstante und S(s, @) eine stetige Funktion von s, o bedeutet. 
Mittelst (27) folgern wir dann, da v(o) gewif einmal stetig differentiier- 


bar ist, sobald foo einmal, d. h. sobald u(s) zweimal stetig differentiier- 


bar ist. Da unter dieser Voraussetzung die Formel (27) die Integral- 
gleichung (26) auflést, so schlieBen wir leicht, daB der Kern G™(s, 6) 
der Integralgleichung (26) sowohl ata chlocsen: wie allgemein ist. 

Als Beispiel wahlen wir den Fall p = 1, wo die Gleichung L*(w) = 0 
die bekannte Potentialgleichung wird; als Ante J diene der Kreis mit 
dem Radius 1. Die Rechnung engibt das Statthaben der Relationen 


ier aes ao) i( 


v(6)=— one (2 sin * 


eo) as, 


—*|) ds, 


wobei u(s) die Werte des Realteiles, v(s) diejenigen des Imaginirteiles 
einer analytischen Funktion auf der Kreisperipherie bedeuten, wabrend 
die Gleichungen 


+n 
futsas = 0 
—2 


[r@as=0 


— 70 


erfiillt sind. 
Setzen wir an Stelle der Veranderlichen s, o baw. xx, w&, so nehmen 
die gefundenen Formeln die Gestalt an 
+1 


4851 
(28) u(é)= she I (2 sina” > *) an—=—4 fv(2) cote (x —)de, 
=a 


ape! 


sin 7 ==) dt= fe (x) cotg ae *) ax. 


-1 


CEN ore a: tu) 


Die letztere Formel (29) geht durch Produktintegration und Differentiation 
nach # in die Formel 
+1 


dv (é) 1 ( du(a) x —§| 
Fir a l (2. | sin ) ax 
=i 
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tiber. Die Hinsetzung dieses Wertes von a in die erstere Formel (28) 
hefert 


(30) w(é) =— Hee fie sing £5 ¥) l (2 ‘sina 54) dy } | da; 


diese Formel gilt fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion w, die 
yon —1 bis +1 integriert Null hefert. 


Wenden wir nun Satz 11 (S. 46) auf den Differentialausdruck ae 


an, indem wir als Greensche Funktion die zu den Randbedingungen IV 
gehérige, oben (S. 45) berechnete Funktion wihlen, so: folgt fiir jede 
zweimal stetig differenzierbare, jenen Randbedingungen geniigende Funk- 
tion wu die Identitit 


thi 


(1) u@) =— f (—4]e—8/44@ 84 


—1 


- w ee We 


Aus den Formeln (30) und (31) entnehmen wir durch eine sehr leichte 
Uberlegung, daB notwendig 


ou | 
“Hes tt@— Pt ba afl sina S410 


sin x “4 ) dy 


sein mu8; wenn wir also die symmetrischen Funktionen 
Ka, 8) ==1 (2 sin pos N), 
KK(o, 8) =—3 |e 8/44 (@— 8 +4 


als Kerne auffassen, so ist der letztere derjenige Kern, der aus dem 
ersteren durch zweifache Zusammensetzung entsteht. Der Kern K(a, &) 
muf mithin dieselben Eigenfunktionen besitzen, wie A K(a, &); dieselben 
sind nach dem Obigen (8. 55) 
SIN MTX, COSMIX, Ciel eer pease 

Die Higenwerte von K(#, £) sind die Quadratwurzeln aus den Higenwerten 
des Kerns KK(a,&), d.h. da jener Kern definit ist, gleich den ganzen 
positiven Vielfachen von z. Diese Higenwerte sind zweifach; doch ist 
der Higenwert Null, zu dem die Konstante als Higenfunktion gehdrt, noch 
als einfacher Higenwert hinzuzurechnen. 

Die Formeln (28), (29) sind wegen ihrer fruchtbaren eetatits: auf 
die Theorie der analytischen Funktionen von besonderer Wichtigkeit.*) 


1) Vgl. O. D. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, Inauguraldisser- 
tation Gottingen 1902, wo einige der in den Vorlesungen des Verfassers dargelegten 
Anwendungen bertihrt werden. 
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Wir haben oben die Greensche Funktion G™ (ay, £1) fiir den Differential- 
ausdruck L*(w) konstruiert. Wenn aber die Gleichung E*(u) =0 eime 
zur Randbedingung II gehdrige Greensche Funktion besitzt, so folgt aus 
Satz 18 unter Heranziehung einer friiheren Bemerkung (8. 64) auch die 
_ Existenz der Greenschen Funktion G(ay, 4) fiir den allgemeinen 
Differentialausdruck 


L(u) = L*(u) + qu. 


Wir kommen endlich auf das zu Beginn dieses Kapitels in 
Aussicht gestellte Problem zuriick. 

Es sei fiir das Gebiet J der ay-Ebene die sich selbst adjungierte 
Differentialgleichung L(w) = 0 vorgelegt; man soll dasjenige Integral 
dieser Differentialgleichung finden, welches auf der Randkurve C des 
Gebietes J die Randbedingung 


(82) ee + iu +h(s)=90 


erfiillt, wo 4 den Parameter und h(s) eine gegebene Funktion der Bogen- 
lange s auf der Randkurve C bedeutet. G™ (ay, 4) bezeichne wiederum 
die zur Randbedingung II gehérige Greensche Funktion, so daB tiberall 


auf der Randkurve C 
aGM(eybn) _ ¢ 
an a 


wird; alsdann gilt die Formel (18) und wegen (32) erhalt diese die 
Gestalt 
w(En) = 35 [ren (Au(wy) + his) GE (ay, Bn)le=aw as; 
Qe a8 
diese Formel werde mit Yp(£7) multipliziert und in ihr § = a(6), 7»=b(6) 


genommen. Setzen wir dann zur Abktirzung 


1 ee 
aie [Vp (wy) Pp (5) 7) G (xy, é nl, =a(s), &=a(o) = K(s, 6), 
) 


y=(s), 7=o(0 


re il [p(ey) Vo, 0) Oy, §1)|, 009, €=ai (8) ds = f(@), 


y =b(s), n=b(0 
(Gy y =6(8), y=(0) 
so erhalt sie die einfache Gestalt 


(33) f(0) = #(0) — 2f Ks, 6) (9) ds 


Da wegen des Symmetriegesetzes der Greenschen Funktion auch die 
Funktion K(s,¢) in den Veriinderlichen s, o symmetrisch wird, so er- 
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kennen wir in der Gleichung (33) eine Integralgleichung zweiter Art, die 
genau .von derjenigen Gestalt ist, wie wir sie im ersten Abschnitt be- 
handelt haben. Der Kern K(s,¢) dieser Integralgleichung ist in den 
Variabeln s,o stetig auber fiir s = 6, wo K(s,o) wie der mit einer Kon- 
stanten multiplizierte Logarithmus von |s — 6| unendlich wird. 

Wir bezeichnen die Higenwerte 4 und Higenfunktionen p(s) der 
Integralgleichung (33) auch als die Higenwerte bzw. Eigenfunktionen 
der Randbedingung 

a 
On 
fiir die Differentialgleichung L(u) = 0. 

Da K(s, 6) nach der obigen Bemerkung (8. 75) ein abgeschlossener 
und allgemeiner Kern ist, so folzen, wenn wir die oben (S. 74) gefundene 
Auflésung der Integralgleichung erster Art (26) beriicksichtigen, aus den 
Satzen 3—7 des Abschnittes I eine Reihe von Tatsachen, unter denen der 
Kiirze halber nur die folgende hervorgehoben werde: 


Satz 25. Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion auf der Rand- 


kurve C ist in der Fourierschen Weise in eine Rethe entwickelbar, die nach 
den Eigenfunktionen der Randbedingung 


u=0O 


Ou 


fortschreitet; die Reihe konvergiert absolut und gleichmdafig. 
Aus den letzten Betrachtungen kann zugleich die Existenz einer zur 
Randbedingung II] gehdrigen Greenschen Funktion G™ gefolgert werden. 


Da wir oben ae der Annahme der Greenschen Funktion G= fiir die 


Potentialgleichung ¢ 5 at i. — = 0 die Existenz von G! und G™ fiir den all- 


gemeinen Dareetinaeny (uw) bewiesen haben, so kénnen wir zu- 
sammenfassend foleendes Resultat aussprechen: 


Satz 26. Fiir eimen Differentialausdruck L(u) gibt es stets die Green- 
schen Funktionen Gt, Gt, G4, die zu den Randbedingungen bzw. I, I, 10 
gehoren, wober besonderenfalls der Begriff der Greenschen Funktion im er- 
weiterten Sinne zu verstehen ist. 


Um noch kurz das zugehérige Variationsproblem zu beriihren, nehmen 


wir an, es sei g eine innerhalb J nirgends positive Funktion; alsdann 
wird das Integral 


D(u) =f lo (G3 “i ) — gels 


gewi niemals negative Werte erhalten. Sollen wir nun diejenige Funk- 
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tion w bestimmen, die D(w) zu einem Minimum macht, wiahrend fiir die 
Randwerte von uw die Bedingung ‘ 

ef purds = 1 

(C) 
erfiillt ist, so fiihrt die Variationsrechnung auf die Differentialgleichung 
L(u) = 0, wihrend am Rande die Gleichung 


ge +iu=0O (A= konst.) 


gelten mu. (Dirichletsches Variationsproblem.) 
Setzen wir, wenn u(vy) irgendeine Lésung der Differentialgleichung 
L(u) = 0 bedeutet, zur Abktirzung 


co(s) = | Vp(ay) eat 


y =0(s) 


so ist wegen Formel (17) 


Has eT 6 Saaeane Ou(ey) 
Vp EnuEDh-ao——a5 {Lev VEED EOI ED Te Loo saga 
@) y= (8), y=d(0 


=— [K(s, 6) @(s) ds. 


(@) 


Andererseits wird 


U 
D(u) = — uBuat— f pub ds 
(7) (C) 
= [ [K(s, 0)o(s)a(o) ds do. 
(Q) (2) 

Hiernach geht das vorige Variationsproblem in folgende Aufgabe 
fiber: man soll eine Funktion w(s) bestimmen, fiir welche das Integral 
[JEG 6)a(s)a(6)dsde 
Q© 

ein Minimum wird, wenn die Nebenbedingung 
J [KE \o(s)ds}?do=1 
(@) (¢) 

erfiillt ist. (Gaufsches Variationsproblem). 

Die Formel (34) lehrt, daB bei unseren Annahmen der Kern K(s, 6) 
definit ist und daher die Higenwerte simtlich positiv ausfallen; wir be- 
zeichnen die Higenwerte und die Higenfunktionen des Kerns K(s, 6) mit 
AM, 14, ... baw. p(s), PA(s), .. ; 

In ganz analoger Weise, wie in Kapitel VII (S. 57—58) ausgeftihrt 
wurde, erkennen wir nunmehr leicht, daB 


(8) = 1 y(s) 
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das gewtinschte Minimum liefert; mithin ist: 


[Vp (ay) u (wy). a vei y® (s). 


Hine interessante Anwendung findet unser Satz 25 zur Lésung des 
Problems der kleinen Schwingungen einer in einem GefaBe befindlichen, 
der Schwere unterworfenen Fliissigkeit.t) Hierbei handelt es sich um 
die Auffindung des Geschwindigkeitspotentiales U. Dasselbe ist eine 
Funktion des Ortes a, y und der Zeit t, die im Innern der Fliissigkeit 
fiir alle Zeiten ¢ der Gleichung 


OM» GPE 
AW Ae | ay? , 
an der festen Wand fiir alle ¢ der Bedingung 
au 
on = 
und auf der Horizontalen y = O fiir alle ¢ der Gleichung 
Ce 
ot? oy 


geniigt, waihrend ftir ¢ — 0 die freie Oberfliche in der Horizontalen y = 0 


liegen und daselbst die vertikale Geschwindigkeit ae als Funktion von # 
etwa = f(a”) gegeben sein soll. 
Der Ansatz 


U = u cos (Vat) 


hefert fiir die von ¢ unabhingige Funktion w an der festen Wand die 
Bedingung 


Ou 
one 
und an der Horizontalen y= 0 die Bedingung 
Ow 
ay t Ae = O,- (4 = konst.), 


wihrend im Inneren der Fliissigkeit iiberall 44 =O sein muf. In der 
voranstehenden allgemeineren Entwicklung haben wir mithin p = 1, g = 0 
za nehmen und das Randintegral nicht tiber die ganze Randkurve OC, 
sondern nur tiber die Horizontale y=O zu erstrecken. Bedeutet also 
G™ (ay, §y) die zur Randbedingung II gehérige Greensche Funktion fiir 
das von der Gefawand und der Horizontalen y = 0 begrenzte Gebiet, so 
lautet der m Betracht kommende Kern 


K(a, §) =~ G™ (a0, £0). 


1) Vgl. insbesondere Poincaré, Journ. de Math., 1896. 


i 
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Bezeichnen wir mit 4®, 2®), ..., y®(z), y®(a), ... die Eigenwerte bzw. 
die Higenfunktionen dieses Kerns und entwickeln wir die gegebene 
Funktion f(#) nach diesen Higenfunktionen, wie folgt 


f(#) = GVO@) + qv) +---, 
so wird das hydrodynamische Problem durch die Formeln 
U ——a =e 
Fy yao = AYO) cos (YIP) + 6,9(@) cos (YIP) + + -- 
(1) a (2) fee 
[Tyo a5" cos (VI) + 28S cos (VA) ++ -- 
gelost. 
Die Ausdehnung unserer Untersuchungsmethode auf mehr als zwei 
Veranderliche bietet keine prinzipielle Schwierigkeit. 


Dritter Abschnitt. 
Anwendungen auf Probleme der Funktionentheorie. 


Zehntes Kapitel. 


Riemanns Probleme in der Theorie der Funktionen 
einer komplexen Verdnderlichen. 


Riemann hat in seiner Inauguraldissertation (Abschnitt 19) die all- 
gemeine Aufgabe gestellt, Funktionen einer komplexen Verdanderlichen 
innerhalb eines von einer gegebenen Randkurve begrenzten Gebietes der 
komplexen Ebene zu bestimmen, wenn zwischen den Real- und Imaginir- 
teilen der Funktionen auf jener Randkurve Relationen gelten sollen, deren 
Koeffizienten auf der Randkurve sich stetig indernde gegebene Funktionen 
sind. Die Theorie der Integralgleichungen bietet die Mittel zur Lésung 
dieser Riemannschen Fragestellung fiir den Fall, daB die auf der Rand- 
kurve gegebenen Relationen lineare sind.*) 

Die Methode der Integralgleichungen ist auch auf weit allgemeinere 
Probleme anwendbar; sie fiihrt insbesondere nicht nur zum Ziele, wenn 
fiir die Werte der gesuchten Funktionen selbst auf der Randkurve lineare 
homogene oder inhomogene Relationen vorgeschrieben sind, sondern auch, 
wenn noch die Ableitungen erster oder héherer Ordnung der gesuchten 


«1) Man vgl. einen Vortrag des Verfassers Uber eine Anwendung der Integral- 
gleichungen auf ein Problem der Funktionentheorie. Verhandlungen des III. Inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresses Heidelberg 1904‘, sowie die Dissertationen von 
Kellogg und Haseman, Géttingen 1902 u. 1907; vgl. auch den Auszug aus der Disser- 
tation von Haseman: Math. Ann. Bd. 66. 

Math, Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 6 
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Funktionen mit den Funktionswerten auf der Randkurve in linearer Weise 
verkniipft auftreten. Durch Behandlung solcher Aufgaben wird, wie mir 
scheint, der Theorie der Funktionen einer komplexen Variabeln ein neues 
dankbares Kapitel hinzugefiigt. 

Die in dem oben zitierten Vortrage zur Hrlaéuterung der Methode 
gewahlte Aufgabe ist freilich wegen ihrer besonderen Hinfachheit auch 
ohne dieses Hilfsmittel lésbar, und zwar, indem man zweimal die ge- 
wohnliche Randwertaufgabe aus der Theorie des logarithmischen Potentials 
anwendet. 

Das dort behandelte Problem besteht darin, innerhalb einer ge- 
schlossenen Kurve C mit stetig sich aindernder Tangente und von der 
Gesamtbogenlinge J eine regulir analytische Funktion der komplexen 
Verinderlichen z= x + ty 


f(2) = u(ay) + io(ay) 
zu finden, deren Real- und Imaginirteil u(s) bzw. v(s) auf C der linearen 
Relation 
a(s)u(s) + b(s)v(s) + e(s) = 0 
geniigen; dabei sind a(s), b(s), c(s) als stetig differenzierbare Funktionen 
der Bogenlinge s mit der Periode | — die ersteren beiden a(s), b(s) ohne 
gemeinsame Nullstelle — gegeben.*) 

Ich will num kurz zeigen, wie man eine dieser Aufgabe geniigende 
Funktion findet, die innerhalb C (nicht notwendig auf C) den Charakter 
einer ganzen Funktion besitzt. Zu dem Zwecke bezeichne ich mit 2niz 
die Anderung, die U(a(s) + 7b(s)) beim positiven Umlauf lings der ge- 
schlossenen Kurve C erfahrt. Durch den Imaginirteil von l(a(s).+ 7b(9)), 
d. h. durch einen Zweig des Ausdruckes 


(1) arctg 


wird dann eine reelle Funktion auf C dargestellt, die von s stetig ab- 
hangt mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Punktes s=0, wo ein 
Summ ihrer Werte um 2nz aan 

Mittelst der bekannten Randwertaufgabe in der Theorie des Rest 


1) Aus dem oben zitierten Heidelberger Vortrage geht unmittelbar nur hervor, 
da tiberhaupt eine der Aufgabe gentigende Funktion vom Charakter einer rationalen 
Funktion existiert. Es ist jedoch leicht méglich, durch eine geringe Modifikation des 
dort angegebenen Verfahrens die etwa innerhalb C auftretenden Pole auf die Kurve C 
selbst zu verlegen. Ebenso leicht kann man tibrigens, indem man den Begriff des 
Cauchyschen Index heranzieht oder wie hier weiterhin im Text verfahrt, feststellen, 
wann eine Funktion der Aufgabe geniigt, die iiberall innerhalb und auf dem Rande 
von C den Charakter einer ganzen Funktion hat, und wie groB die Mannigfaltigkeit 
solcher Lésungen ist. 
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mischen Potentials bestimme man nun eine analytische Funktion F(z), 
die sich innerhalb der Kurve C wie eine ganze Funktion verhalt und 
deren Imaginirteil die Randwerte (1) besitzt. Wird dann 


G(2) =e” = U(ay) + tV (wy) 
U(s) + 4V(s) 


die Randwerte dieser Funktion G(z) bezeichnen, so erkennen wir auf der 
Kurve C die Ubereinstimmung der Imaginirteile von 
1(U(s) + iV(s)) und 1(a(s) + ib(s)), 
d. h. es ist auf der Kurve C 
a(s) V(s) — b(s) U(s) = 0. 

Endlich konstruieren wir eine analytische Funktion f*(z), die inner- 
halb C den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil 
auf C die Randwerte 


gesetzt, wahrend 


e(s) U(s) o(s) V(s) 
Pavol vVv2es) = ~ b6)(C76) + V7) 


f(2) = Ge) f*(@) 
eine analytische Funktion, die das vorgelegte Problem lést. 
Die gefundene Funktion f(z) hat innerhalb C den Charakter einer 
ganzen Funktion; sie besitzt jedoch, wenn m negativ ausfallt, auf C im 
Punkte s=0 einen Pol — 2nter Ordnung. 


besitzt; dann ist 


Wir wenden uns nunmehr zu einer Aufgabe, welche als eine der 
einfachsten Aufgaben in der Theorie der Funktionen einer komplexen Ver- 
inderlichen im Sinne der Riemannschen Fragestellung angesehen werden 
kann: es ist dies die Aufgabe, eine auBerhalb der geschlossenen Kurve C 
regulir analytische Funktion f,(2) und eine innerhalb C regular analy- 
tische bzw. sich wie eine rationale Funktion verhaltende Funktion /,() 
zu finden, so daf die Randwerte beider Funktionen auf der Kurve C 
selbst in einem gegebenen komplexen Verhiiltnis stehen, d. h. daB 

f(s) = e(s)f,(s) 
wird, wo in dem komplexen Ausdrucke 
c(s) = a(s) + 10(s) . 
Real- und Imaginirteil a(s), 6(s) als zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen der Bogenliinge s — ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben 
sind. Die Kurve C werde der Einfachheit halber analytisch vorausgesetzt. 

Um diese Aufgabe zu lésen, konstruieren wir zunichst eine Green- 

sche Funktion G,(wy,&y) von folgender Art: sie soll in bezug auf ay 


innerhalb C itiberall der Gleichung 
6* 
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= (0 


geniigen, ferner an der Po ae Stelle Ey logarithmisch 
unendlich werden derart, daB bei dem Ansatze 


(2) G,(xy, §n) = — log V¥(@ — &)*+ Y — 1)*|+ Aly, 61) 

die Funktion A(vy, &7) regular analytisch in a, y, &, y ausfallt, und end- 
lich soll die in Richtung der inneren Normalen genommene Ableitung 
von G,(ay, &) auf C einen von s unabhingigen Wert x besitzen. Lassen 
wir den Punkt wy bzw. die Punkte zy und &y in die Randpunkte s bzw. s 
und 6 wandern, so mégen die betreffenden Werte der Greenschen Funktion mit 


G(s, §y) baw. G,(s, 6) 


bezeichnet werden. 

Wenn u,(ay) irgendeine innerhalb C der Gleichung 
0? 0 Uj ae “u 
Ox a oy? 0 
OuUj 
Ee 
genommene Ableitung auf C und w,(s) ihre Randwerte auf C bezeichnen, 
so liefert die Greensche Formel in bekannter Weise: 


geniigende stetige Funktion, ihre in Richtung der inneren Normalen 


(3) u(en) il G(s, én) 2M ds + xf u,(s)ds, 


wo / die Gesamtlinge von C bedeutet. Fiir U, = 1 folgt hieraus 


_ an 
hse) 


Nunmehr sei o,(#y) eine zu u,(ay) konjugierte Potentialfunktion, 


so daB f 

u,(zy) + 20, (vy) 
eine innerhalb C regulire analytische Funktion der komplexen Variabeln z 
bedeutet. Bezeichnet v(s) deren Randwerte, so ist 


uy _ dey(s) 


on ds 
Mit Rticksicht hierauf entsteht aus der Gleichung (3), wenn wir den 
Punkt 7 in den Randpunkt o wandern lassen: 


u,(6) = + Lf o(o0 tas 4 fuloas 


oder bei Vertauschung von s, o: 


1 


1 
ry ae : 
(4) u,(8) = + = G(6,s) G2 do+ + fu,(o) de. 
0 i) 
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Aus (2) entnehmen wir*) 
(ave Teter 
G,(6, 8) = — 2 log. = sin = (6—8) | + A*(6, s), 
wo A*(6, s) eine regulare oe Funktion von 6, s ist. Demnach wird 


(5) EIS TNE cae F cotg > (s — 6) + — ae ae see 


Unter Anwendung der Formel fiir die Se nimmt (4) 
die Gestalt an: 


1 


( 
(6) uj(8) = — ef 2 o(6)do + + | u,(o) do, 
0 


wo fiir das erste Integral rechter Hand sein Chaeeay Hauptwert zu 
nehmen ist; derselbe existiert gewiB stets dann, wenn v,(@) eine stetig 
differenzierbare Funktion von 6 ist. 

Die eben gefundene Formel (6) gilt, wenn u,(s) + 7v,(s) die Rand- 
werte auf C irgendeiner Funktion der komplexen Veranderlichen z 

fj(2) = u,(% y) + 20,(ey) 

sind, die innerhalb C den Charakter einer ganzen Funktion hat. Wenden 
wir diese Formel auf die Funktion 7f,(z) an, so entsteht: 


(7) 0j(8)=+ ge | SP uo) do +> fe, (6) do, 


wo wieder fiir das erste Integral rechter Hand ie Cauchysche Hauptwert 
zu nehmen ist. 

Ist also der Realteil w,(s) einer innerhalb C regularen Funktion auf 
C bekannt, so findet man die Randwerte des Imaginarteiles v,(s) durch 
die Formel 


(7) n= f? 26.9 (a) do, 
0 


wobei iiber die additive Konstante in v,(s) alsdann derart verfiigt ist, dab 


foj(oyae = 0 


ausfallt. Ist andererseits der Imaginiarteil v,(s) einer innerhalb C regularen 
Funktion auf C bekannt, so findet man die Randwerte des Realteiles u,(s) 
durch die Formel 


y Vel. E. E. Levi, Nachr. der Kgl. Ges. der Wiss. zu Géttingen 1908, 8S. 249. 
In meiner urspriinglichen Veréffentlichung war im folgenden irrtiimlich der Faktor 2 


weggeblieben. 
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@ uf) == ge f OE 


v,(6) de, 
wobei tiber die additive Konstante in w,(s) alsdann derart verfiigt ist, daB 
U 


fulorac =0 


0 


ausfallt. 
Wir fiihren nunmehr, wenn W(s) irgendeinen komplexen Ausdruck 
auf C bedeutet, die Abktirzung ein: 


Mw=, Lee » We)de. 


Die Formeln (6) und (7) lassen sich dann in die folgende zusammen- 
fassen 


f,(s) = Mf; + + [t(oae, 


wobei 
f;(s) = u,(s) rF 70,(8) 
gesetzt ist. Hiernach stellt also das Integral 
Mf; 

wiederum wesentlich die Funktion /,(s) dar, diese nur um eine komplexe 
Konstante derart vermehrt, da das tiber die Kurve C erstreckte Integral 
verschwindet. Man sieht auch zugleich, daB diese letztere Dar- 
stellung eine hinreichende Bedingung dafiir ist, daB der kom- 


plexe Ausdruck 
f(s) = u,(s) + %0,(s) 

den Randwerten einer innerhalb C regulairen Funktion der 
komplexen Verinderlichen gleich ist. 

Endlich gilt die Tatsache, daf, wenn w/(s) einen willkiirlichen kom- 
plexen Ausdruck auf C bedeutet, der Ausdruck 

w+ M,w 

stets die Randwerte einer innerhalb C reguléiren Funktion der 
komplexen Variabeln darstellt. Wir erkennen dies, indem wir fiir 
w(s) erst einen reellen und dann einen rein imaginéren Ausdruck nehmen 
und jedesmal bzw. (7*), (7**) anwenden. 

Nunmehr konstruieren wir eine Greensche Funktion G,(xy,&y) von 
folgender Art: sie soll in bezug auf 2, t auBberhalb C tiberall der Gleichung 


MO, | MG, _ 
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gentigen, ferner an der auSerhalb C gelegenen Stelle 7 logarithmisch 
unendlich werden, derart daB bei dem Ansatze 


G, (ay, &n) = — log | ¥(w — £)? + (y — 0)* | + B(wy, én) 


die Funktion B(wy, &y) regular analytisch in w, y, 7 ausfallt, und end- 
lich sollen die in Richtung der duBeren Normalen genommenen Ab- 
leitungen von G,(xvy, 4) auf C einen von s unabhiingigen Wert 4 besitzen. 
Lassen wir den Punkt xy bzw. die Punkte xy und £7 in die Randpunkte s 
bzw. s und 6 wandern, so mégen die betreffenden Werte der Greenschen 
Funktion mit 


G(s, én) baw. G(s, 6) 
bezeichnet werden. 
Wenn u,(xy) irgendeine auBerhalb C der Gleichung 


gentigende stetige (auch im Unendlichen endlich bleibende) Funktion, 


ae ihre in Richtung der ‘duSeren Normalen genommenen Ableitungen 


auf C und w,(s) ihre Randwerte auf C bezeichnen, so erhalten wir in 
bekannter Weise 


8) un) —— 2 f @.(tn) Ste dst + funds. 


Nunmehr sei v,(%y) eine zu u,(ay) konjugierte Potentialfunktion, 
so daf 
uy (ey) + 104(eY) 
eine auferhalb C regulire Funktion der komplexen Veriinderlichen 2 be- _ 
deutet. Bezeichnet v,(s) die Randwerte von v,(ay), so ist 
OUg,  dv,(8) 
CLS ong Cea: 
und mit Riicksicht hierauf ea aus (8) 


1 


(9) WES (6, 8) ee) de + - + fud(o)ae. 


Setzen wir 


G,(6, 8) = — 2 log | z sin + (6 — 8) | + B*(o, s), 


wo B*(o,s) eine stetig differenzierbare Funktion von 6, $ ist, so wird 


B* 
(10) OGg(5, 8) _ 2 * cote a Genie 7] eee 8) | 


06 eer) 


4 


Die Formel (9) transformieren wir in die Gestalt 
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(11) u,(s) = ce ) y (ado +- fi (ode 


und fiigen dieser die ea Formel fiir v,(s) hinzu: 


(12) v,(8) = — de (pe ») u,(a)do + fo (o)de. 


In den beiden letzten Formeln sind fiir die ersten Integrale rechter Hand 
die Cauchyschen Hauptwerte zu nehmen. 

Wir fiihren nunmehr, wenn W(s) irgendeinen komplexen Ausdruck 
auf C bedeutet, die Abkiirzung ein: 


1 
MW = epee Wi(o)de. 
0 


Die beiden Formeln (11) und (12) lassen sich dann in die folgende zu- 
sammenfassen 


Uy 
f(s) =— If, ++ fF.(oae, 
wobei ‘ 
f,(8) = Ua(s) + #4 (8) 
gesetzt ist. Hiernach stellt also das Integral 
— Mf, 
wiederum wesentlich die Funktion f,(s) dar, diese nur um eine komplexe 
Konstante derart vermehrt, daB das tiber die Kurve C erstreckte Integral 
verschwindet. Man sieht auch zugleich, dai diese Darstellung eine 
hinreichende Bedingung dafiir ist, dai der komplexe Ausdruck 
f,(8) = uq(s) + iv, (s) 
den Randwerten einer auferhalb C regularen Funktion der 
komplexen Veradnderlichen gleich ist. 
Hindlich erkennen wir noch, daB, wenn w(s) einen willkiirlichen 
komplexen Ausdruck auf C bedeutet, der Ausdruck 
w— Mw 
stets die Randwerte einer auBerhalb C reguliren Funktion der 
komplexen Veradnderlichen darstellt. 
Wegen (5) und (10) ist fiir jeden komplexen Ausdruck W identisch 


1 
(13) M,W=M,W + [D(o,s) W(e)do, 
0 


wo D(o,s) eine regulir analytische Funktion der reellen Variabeln o, s 
mit rein imaginiren Werten bedeutet. 
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Nunmehr kehren wir zu unserer Aufgabe zuriick, die Funktionen 
f,(2), f;(@) zu finden derart, daB ihre Randwerte auf C die Relation 


(14) fa(8) = e(s)f,(s) 


erfiillen. Wir setzén — unter Fortlassung des Argumentes s — 
Fio= M 


DO cant Wi HOLL a sad 
wo y eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet, und ferner 
(16) c(6) = c(s) + (6, s) sin = (s — 6), 


wo c(o, s) eine komplexe Funktion bedeutet, die wegen der angenommenen 
zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von c(s) gewif einmal stetig 
differenzierbar nach s, 6 wird. 

Wenden wir nun auf (14) die Operation M, an, so entsteht mit 
Riicksicht auf (13) die Gleichung 


l 
ie al M,(cf;) + [D(, s)e(o)f,(o)de, 
0 
und hieraus entnehmen wir wegen (16) 
(17) Mf, =¢(s) Mf, + J E(6, s)f,(e)de, 


wo E(6,s) eine stetig differenzierbare Funktion von o, s wird. 
Multiplizieren wir die zweite der Gleichungen (15) mit —c(s) und 
addieren sie zur ersten, so folgt mit Rticksicht auf (17) und (14) 


F,—cF,=f, + ¢f; EPG s)f,(o)do — cy 
(18) 
=2(s)(f,+ i G9 6 (@)do— 4). 


Da c(s) unserer Annahme zufolge nirgends verschwindet, so stellt 


: _ BGs) 
(19) Ks) = Sas 


eine stetig differenzierbare Funktion von o,s dar. Wir betrachten die 
Integralgleichung zweiter Art mit dem komplexen Kern K(6, s) 


(20) ea edt K(o, 9f(0)d6; 
0 


auf dieselbe sind die Fredholmschen Formeln in gleicher Weise anwend- 
bar, wie wenn der Kern eine reelle Funktion von 6, s ware, und wir 
schlieBen hieraus, daB diese Integralgleichung gewif eine Lésung 
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f,(s) = u,(s) + ¢9,(s) 


besitzen muf, und zwar entweder, indem wir die Konstante y von Null 


verschieden setzen oder — falls gerade 1 eine Wurzel der transzendenten 
za jener Integralgleichung zweiter Art gehérigen Gleichung, d. h. ein 
Higenwert fiir den Kern K(o,s) wird — indem wir fir die Konstante y» 


den Wert Null setzen. Aus der Tatsache, daB der Kern der Integral- 
gleichung stetig differenzierbar ist, folgt —, wie leicht zu erkennen ist — 
daB gewiB auch die Lésung der Integralgleichung d.h. die Funktionen 
u,(s), v,(s) stetig differenzierbare Funktionen sind. 


Nunmehr bilden wir aus f;(s) nach (14) den Ausdruck f,(s) und 
alsdann nach (15) die Ausdriicke F’,(s), F’,(s). Ergeben sich diese beiden 
Ausdriicke F’,(s), F,(s) identisch gleich Null, so zeigen die vorhin ge- 
fundenen Resultate (vgl. 5. 86 und 8. 88), daB die Ausdriicke f, baw. f, die 
Randwerte einer auerhalb bzw. innerhalb C regularen Funktion der 
komplexen Verinderlichen darstellen; unsere Aufgabe ist mithin in diesem 
Falle gelést. 

Ergeben sich nicht beide Ausdriicke I’,(s), F’,(s) identisch gleich 
Null, so betrachten wir die zu f, baw. f, konjugiert komplexen Aus- 
driicke f, baw. f,. Nach den oben gefundenen Resultaten (vgl. S. 86 und 
S. 88) stellen fiir beliebige w die Ausdriicke 


w+ M,w baw. w— Mw 


stets Randwerte gewisser innerhalb bzw. auferhalb C regular analytischer 
Funktionen dar. Nehmen wir fiir w die komplexen Ausdriicke f, bzw. f,, 
so erkennen wir hieraus, daf gewiB die zu F’, bzw. F, konjugiert kom- 
plexen Ausdrticke #', bzw. #, Randwerte gewisser innerhalb bzw. auBer- 
halb C regular analytischer Funktionen g,(¢) baw. g,(¢) sind. Da anderer- 
seits unter Vermittlung von (19), (20) aus (18) 


Es Cl 0; 
d. h. wenn ¢@ den zu ¢ konjugiert komplexen Ausdruck bedeutet, 
F,=¢F, 
folgt, so sind g,(2), g,(2) analytische Funktionen der komplexen Variabeln, 
die die Bedingungen unserer Aufgabe erfiillen, wenn wir in der fiir den 
Rand vorgeschriebenen Relation an Stelle von c(s) den konjugiert imagi- 


naren Ausdruck ¢(s) setzen, d. h. unsere Aufgabe ist alsdann bei dieser 
Modifikation lésbar. 


Zusammenfassend sprechen wir das Resultat aus: 


Satz 27. Wenn c(s) ein gegebener komplexer Ausdruck auf der 
Kurve C ist, so gibt es entweder ein Paar von Funktionen f,(2), f,(2), von 
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denen die erste innerhalb, die zweite auperhalb der Kurve C reguldr 
analytisch ist, deren Randwerte auf C stetig sind und die Relation 


fa(s) = ¢(s)F;(S) 
erfiillen, oder ein Funktionenpaar g,(2), g,(2) von demselben Charakter, deren 
Randwerte auf C stetig sind und die Relation 


; Gals) = (8)9,(6) 
erfiillen. 


Um zu entscheiden, welcher von beiden Fallen eintritt, bedenken wir, 
daB die Anderung, die log /,(s) bzw. log f(s), beim positiven Umlauf 
entlang der Kurve C erfahrt, gleich — 2ixn, baw. 2ian, ist, wo n,, ; die 
Anzahl der Nullstellen der Funktionen f, (2) baw. f; (2). fomnien: Dene 
nach ist — 2ix(m, + ,) gleich der Anderung, die 


log on log ¢(s) 
beim Umlauf im positiven Sinne erfihrt, und es wird demnach der erste 
Fall eintreten, wenn die Anderung von log c(s) beim Umlauf im positiven 
Sinne entlang C negativ ausfallt, dagegen tritt der zweite Fall ein, wenn 
jene Anderung positiv ausfallt. 

Ist insbesondere jene Anderung von log ¢(s) gleich Null, so existiert 
sowohl ein Paar auBerhalb bzw. innerhalb C holomorpher Funktionen 
f,(2), f;(2), die die Relation 
(21) f.(8) = ¢(s) f(s) 
erfiillen, als auch ein Funktionenpaar g,(z),g;(2) von diesem Charakter 
mit der Relation 
(22) Ja(8) = @(8)9;(8)- 

Um dies einzusehen, bedenken wir, daf nach dem vorhin bewiesenen 
Satze jedenfalls ein Funktionenpaar I",(2), /;() existieren muf, das die 


Relation 
F,(s) = e(s)e(s) F,(s) 


erfiillt, da ja c¢(s)é(s) mit dem konjugierten Ausdrucke iibereinstimmt. 
Ist nun etwa die Gleichung (21) lésbar, so ist wegen unserer Annahme 
iiber c(s) notwendig die Anzahl n,+",=0, dh. f,(¢),f;(4) besitzen 
keine Nullstellen, und folglich sind 
1.0 = 767 WO) = Fe) 

ebenfalls regular analytische Funktionen; dieselben befriedigen die 
Relation (22). 

Die Funktionenpaare /,(2), f;(¢) und 9,(2), 9,(2) sind, wie man tiber- 
dies sofort sieht, im eben betrachteten besonderen Falle a auf je einen 
‘konstanten Faktor eindeutig bestimmt. 
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Die gleiche Uberlegung dient zum Nachweise, daB es stets bei be- 
liebig gegebenem c(s) ein Paar von Funktionen f,,(4), f,(2) gibt, von denen 
die erste auferhalb C, die zweite innerhalb C den Charakter einer ratio- 
nalen Funktion hat, wihrend auf C die Relation 


f(s) = e(s) f(s) 
erfiillt ist. 


Wenn y(s) = log c(s) eine eindeutige Funktion von s wird, so ge- 
langen wir durch Logarithmierung zu der Aufgabe, ein Paar von Funk- 
tionen f,(4), f;(¢) zu finden, von denen die erstere auBerhalb C, die letztere 
innerhalb C regular analytisch ist und fiir die die Differenz ihrer Randwerte 
auf C einem gegebenen komplexen Ausdrucke y(s) gleich wird. Wie wir 
sehen, hat diese Aufgabe stets eine Lésung. Im Falle die Kurve C ein 
Kreis ist, laBt sich die Lésung auch durch die Entwicklung von y(s) 
in eine trigonometrische Reihe ableiten. 


Es bedarf endlich noch der Umstand einer naheren Untersuchung, 
da die Funktion c(s) an einer endlichen Anzahl von Stellen eine Unter- 
brechung ihrer Stetigkeit aufweist. 

Wir fassen zunichst einen Punkt der Kurve C ins Auge; derselbe 
sel der Koordinatenanfang und zugleich der Anfangspunkt fiir die Ab- 
messung der Bogenlinge s. Da die Kurve C keine Ecke besitzt, so er- 
halten wir die Punkte auf C in der Umgebung des Koordinatenanfangs 
fiir geniigend kleine positive oder negative Werte von s durch die Formel 
(23) a(s) = COs + C49 + C,s7 +--- ; 
dargestellt, wo rechter Hand eine Potenzreihe steht, deren erster Koeffi- 
zient C, von Null verschieden ausfallt. 

Alsdann handelt es sich zunachst darum, irgendeine innerhalb C 
nirgends verschwindende, regular analytische Funktion /;*(z) und irgend- 
eine auSerhalb C nirgends verschwindende, regulir analytische Funktion 
f*(2) za bestimmen, so daB der Quotient der Randwerte dieser beiden 
Hilfsfunktionen auf C 


fa (8) 
YO) = Fe 
in der Umgebung von ¢=0 den folgenden Bedingungen geniigt: O(s) 
soll fiir gentigend kleine positive s durch eine nach Potenzen von s fort- 
schreitende Reihe O.,(s) und fiir geniigend kleine negative s durch eine 
andere nach Potenzen von s fortschreitende Reihe 0 (s) darstellbar sein 
derart, daB der Quotient dieser beiden Potenzreihen die Kongruenz 


g, 
(24) ate = +98 + 98", (s”) 
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erfiillt; dabei sind q, 9, q gegebene komplexe Konstante, g, +0, und 
diese Kongruenz bedeutet, da 


D.4( p 
cat — (H+ U5 + &8") 


eine durch s° teilbare Potenzreihe werden soll. 
Um die Bestimmung solcher Funktionen /;*(z), f,*(¢) zu erméglichen, 
betrachten wir die Funktion 
(2) = log () 
innerhalb der Kurve C; die Werte derselben in der Umgebung von z = 0 
auf C stellen sich, wie folgt, dar: 


,(s Si a Ss) lyr Ja 8" (G="0)5 
a U—s) +d) +J,s+ Js? +-*-, (s<0), 
wo J(s), (—s) die reellen Logarithmen und J, J,, Jy, ... gewisse 


komplexe Koeffizienten bedeuten. Ferner betrachten wir auBerhalb der 
Kurve C die Funktion 


rh) 
wo p, einen innerhalb C’ gelegenen Punkt bedeutet; die Werte dieser 
Funktion in der Umgebung von z= 0 auf C stellen sich, wie folgt, dar: 


p(s) = ta + U(s) + Ay + Ays + A,s* +---, (8 > 9), 
aaa W—s) + Ay + As + As? ++ -:, (<0), 
wo 1(s), (—s) wiederum die reellen Logarithmen und A), A,, Ap, ... 
gewisse komplexe Koeffizienten bedeuten. 
Nunmehr bestimmen wir die ganze rationale Funktion K,(z) vom 
zweiten Grade in der komplexen Verinderlichen z derart, daB vermége (23) 


K G@y. 241i : 
(25) (a(s) a ON Wg +a4s+ 8°), (s?) 


wird, und ferner die ganze rationale Funktion K,(z) zweiten Grades in 
der komplexen Veranderlichen z derart, daB vermége (23) 


: 1 Re 
(26) K,(2(8)) = 57 UM + 48 + % 5"), (8°) 
wird. 

Setzen wir nunmehr 


i (2) — ek; (2) 95 (2), 


% LT fa (2) 
te ‘(z) = ¢l?—Dj) ; 


so erfillen diese Funktionen der komplexen Veranderlichen ¢ alle ver- 
langten Bedingungen, In der Tat haben wir auf C in der Umgebung 
von ¢=0 


94 Kap. X. Riemanns Probleme in der Funktionentheorie. 


Pa(8) — p,(8) = 20% + (Ap— Iq) + (Ar — Ji) s + (An— He) 8° +--+ (8 > 0) 
ai (Ay — Jo) + (Ay — Jy) 8 + (Ay — Jp) 8? +--+ (8 <0); 
folglich gilt mit Riicksicht auf (25) und (26) auch die Kongruenz (24). 

Die gefundenen Funktionen /;*(z), f;* (2) sind, wie man sieht, auch 
auf der Kurve C, vom Punkte s = 0 abgesehen, regular analytisch. 

Es sei nun in dem vorgelegten, oben behandelten Problem c(s) ein 
komplexer Ausdruck, der an einer Stelle, etwa fiir s—0, eine Unter- 
brechung seiner Stetigkeit bzw. stetigen Differenzierbarkeit erleidet derart, 
da8 die Darstellung der Werte von c(s) in der Umgebung von s=0 
durch zwei yvoneinander verschiedene Potenzreihen %8,(s) und $B _(s) be- 
wirkt wird, je nachdem s > 0 oder s <0 ist. Alsdann bestimmen wir drei 
Konstante ¢, 9;, G aus der Kongruenz 


5) 
(27) Got Us 4 ans =e 

und bilden dann in der eben angegebenen Weise zu diesen Konstanten 
dor Uy Yq die analytischen Funktionen /,*(2), f;*(¢), so daB deren Rand- 
wertquotient O(s) die Kongruenz (24) erfiillt und folglich mit Riicksicht 
auf (27) auch 


O.(s) _ B+() 
O_(s) B_(s) 
oder 


(28) 8-0 _ 200 


wird. Setzen wir 
c(s) 
C(s) = Qs)? 
so lehrt (28), daB C(s) auch fir s=0 zweimal stetig differenzierbar 
wird; mithin ist nach dem Friiheren das Problem, eine innerhalb und 


eine auBerhalb der Kurve C regulire Funktion F’,(z) baw. F,(¢) mit der 
Randbedingung 

(8) = C(s) F;(s) 
zu finden, lésbar; wegen 

fe* (8) = BS)f*() 


erfiillen die Funktionen 
i) = FLO), f= Fore 
die Randbedingung 
f,(8) = e(s)f;(s) 


und lésen daher unser vorgelegtes Problem. 


Die Aufgabe, die wir nunmehr in Angriff nehmen, besteht darin, 
zwei auferhalb der geschlossenen Kurve C regular analytische Funktionen 
f,(2), f,'(2) und zwei innerhalb C regular analytische bzw. sich wie 
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rationale Funktionen verhaltende Funktionen f;(z), f;(¢) zu finden, so dab 
die Randwerte dieser beiden Funktionenpaare auf der Kurve C selbst eine 


gegebene lineare Transformation mit komplexen Koeffizienten erfahren, 
d. h. daB 


(29) f,(8) =, (s)f,(s) + C, (s)f; (s), 
fa (8)=& (S)Aj(8) +e (8)f; (8) 
wird, wo ¢,(s), ¢(s), ¢/(s), '(s) gegebene komplexe, zweimal stetig 
differenzierbare Ausdriicke in s sind, deren Determinante 
€, (8) ¢,'(8) — ¢(s)4(S) 5 
fiir alle s von Null verschieden bleibt. Die Kurve C werde der Hinfach- 
heit halber wiederum analytisch vorausgesetzt. 


Zur Liésung der Aufgabe setzen wir, indem wir der Ktirze halber 
das Argument s fortlassen: 


es, ieee 04 Ips Fi= Pica) 0 pes 
F,=—f,+ Uf,+7,; Fi =—f; + IGf;; 
wo y eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet, und ferner 
( 


(30) 


¢,(¢) = (8) + ¢(¢, 8) sin = (s — 9), 


€,(6) = ¢y(8) + @(6, 5) sin = (s—o), 
(31) 


oy (6) =e,'(s) + 'G,8) sin = (s — 9), 
C2'(8) = Cy (8) + &' (6, 8) sin = (s — 9), 


wo nun die Funktionen c,(o, s), &(¢, 5), 4’ (6,8), ¢(¢,s) gewiB fiir alle 
Argumente 6, s einmal stetig differenzierbar nach diesen Argumenten sind. 

Wenden wir auf (29), indem wir uns die Randwerte f,, f,’,/;, f; als 
stetig differenzierbare Funktionen von s denken, die Operation M, an, 
so entsteht mit Riicksicht auf (13) und (31) 


l 
Uf,=% Uf + of; + [LG 9f,0 + £6, Ifo) de, 
(32) , 
Mf, = 6 Myf, + % Mf +f (EY, 9f,0 + Ey’, 9f; @) de, 
0 


wo E,(o,s), £,(¢, s), E/(6, s), E,’(¢, s) stetig differenzierbare Funktionen 
von o, s sind und das Argument s wiederum der Ktirze halber weg- 
gelassen worden ist. 

Multiplizieren wir die in der unteren Zeile von (30) stehenden zwei 
Gleichungen einmal mit — ¢,, —¢, und ein anderes Mal mit — Che Oe 
und addieren sie das erste Mal zu der ersten und das zweite Mal zu der 
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zweiten der dartiber stehenden Gleichungen, so ergibt sich mit Rticksicht 


auf (32) 


I 
Ta ies eee Hef, + Of; +E, (6, 8)f;(0) + E, (6, 8)f; @))do—e 7, 
0 


1 
Ff F,— 6 Fj =f + Gf, +.% f/+f[ EG 96 + Ey (6,9f; O)do—4'7, 
0 
und mit Hilfe von (29) . 


U 
FGF, — GP = 26, + Gf,) +f(E, (6, s)f,(6) + E,(6, 8)f; (0))do—¢, y, 
(33) 2 
Fil 6 Bj — GF; = 247+ Gf) +f(AG, S)f;(6) + E,'(O)f; (6, 8))do—e'y. 
0 


Setzen wir die rechten Seiten dieser beiden letzten Formeln gleich 
Null, so erhalten wir durch Kombination der so entstehenden Gleichungen 
— da ja die Determinante ¢,¢c,’—c¢,¢,/ unserer Annahme zufolge fiir 
keinen Wert von s verschwindet — Gleichungen von der Form 


£—f,- [6 910 + Ke, af; Odo, 
(34) 


U 
Osim fj (K,'6,9f;@ + K,'6,9f/@)de, 
0 
wo K,(6,s), K,(6,s), K,’(6,s), K,'(6,s) ebenfalls stetig differenzierbare 


Funktionen von 6, s sind. Diese Gleichungen lassen sich in eine einzige 
Integralgleichung zweiter Art 


(35) (8) = v(s) —[K(6, 8) (0) do 


zusammenfassen, indem wir die Funktionen y(s), ¢(s), K(6, s), wie folgt 
definieren: 


y= lt, O<s<1 


=0, I<s<2l; 
p(s) =f,(s), O<s<l 
=fj(s—), tloss2i; 
3 a: j(O<s<l 
K(@, s) SR Fia Vee ee 
Ora stl 
= oe a105), es ee 
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i [as <a) 
= K,'(e,s —)), ores 

, fica re 
po te er fobaek 


Die Anwendung der Fredholmschen Formeln zeigt, daB die Integral- 
gleichung (35) stets eine Lisung g(s) besitzen muf, und zwar entweder, 
indem wir der Konstanten y irgendeinen von Null verschiedenen Wert 
erteilen oder — falls gerade 1 ein Higenwert fiir den Kern K(o,s) wird 
— indem wir fiir die Konstante »y den Wert Null wahlen, wodurch die 
Integralgleichung zu einer homogenen wird. Diese Liésung g(s) lefert 
die Lisungen /,(s), f/(s) der Gleichungen (34), und die so gewonnenen 
Funktionen /,(s), f/(s) sind gewiB ebenfalls stetig differenzierbar — wie 
aus der stetigen Differenzierbarkeit der Funktionen K,(o,s), K,(6,s), 
K,/(6, s), K,’(6, s) sofort zu erkennen ist, indem man allgemein zeigt, daf 
Integrale von der Gestalt 


{E*(o, s)p(o)do 


gewiB notwendig stetig differenzierbare Funktionen von s darstellen, so- 
bald g(a) stetig in o und K*(o, s) stetig differenzierbar in bezug auf 
beide Variable o, s ist. 

Nunmehr bilden wir aus /;(s), f; (s) nach (29) die Ausdriicke /, (s), fF, (s) 
und alsdann nach (30) die Ausdriicke F’,(s), F, (s), F,(s), F (s). Ergeben 
sich diese vier Ausdriicke F',(s), F’,(s), F;(s), #,(s) samtlich identisch 
vleich Null, so zeigen unsere obigen Resultate (vgl. S. 86 und 8. 88), daf 
die Ausdriicke /,, f,/ und f,, f/ die Randwerte auBerhalb bzw. innerhalb C 
regularer analytischer Funktionen der komplexen Veriinderlichen darstellen; 
unsere Aufgabe ist mithin in diesem Falle gelost. 

Ergeben sich nicht alle vier Ausdriicke 7’,(s), F(s), F(s), #(s) 
identisch gleich Null, so betrachten wir die zu f,,f; und f,, f,, konjugiert 
komplexen Ausdriicke f,, f; bzw. fafa. Nach den oben gefundenen 
Resultaten (vgl. S. 86 und 8. 88) stellen fiir beliebige w die Ausdriicke 

w+ M,w bzw. w— Mw 
stets Randwerte gewisser innerhalb baw. auBerhalb C regulirer analytischer 
Funktionen dar. Nehmen wir fiir w die komplexen Ausdriicke f,,/,; bzw. 
fayf, 80 erkennen wir hieraus, da gewif die zu Ie IDE Wiest gee 
konjugiert komplexen Ausdrticke J’,, Fj, F,, F{ Randwerte gewisser 
innerhalb baw. auBerhalb C regulirer analytischer Funktionen g,(z), 9; (2) 
baw. g,(2), 9, (2) sind. Da andererseits unter Vermittlung von (32), (34) 
aus (33) offenbar 
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7 ie 
Fi=¢F, + &F,; 
'é / Ves lal 
Fi=¢F,+ GF, 
folgt und mithin, wenn ¢,, ¢,, ¢;', G, die zu ¢,, &, ¢,, ¢ konjugiert 
komplexen Ausdriicke bedeuten, auc 


hy Pj 
I 

| 

hy 

+ 

RS | Rol 

hy| 


wird, so sind offenbar 9;,(2), 9, (2), 9,(2), 9, (4) analytische und auf C 
gewiB stetige Funktionen der komplexen Variabeln z, die die Bedingungen 
unserer Aufgabe erfiillen, wenn wir in den fiir den Rand vorgeschriebenen 
linearen Relationen an Stelle der Koeffizienten c¢,, ¢, ¢,', ¢ die konjugiert 
komplexen Ausdriicke @,, €,, @,, @,’ setzen, d. h. unsere Aufgabe ist als- 
dann bei dieser Modifikation gewib lésbar. 

Zusammenfassend sprechen wir das Resultat aus: 

Satz 28. Wenn ¢, 3, ¢', ¢ gegebene komplexe zweimal stetig differen- 
zierbare Ausdriicke auf der Kurve C sind, so gibt es entweder zwei Funk- 
tionenpaare f;(2), f; (2) und f,(2), f, (4), von denen die ersteren innerhalb, 
die letzteren auperhalb der Kurve C regular analytisch sind, deren Rand- 
werte auf C stetig sind und die Relationen 

fa= aft fj, 

fa = af; a Cf; 
erfiillen, oder zwei Funktionenpaare ebenfalls von regulérem Charakter inner- 
halb bzw. auferhalb. C: g,(2), 9; (2) und g,(2), 9, (2), deren Randwerte 
auf C stetig sind und die Relationen 

9, = C7 G5 ---o, Of 

= C1 9;+ Cy 9; 
erfiillen, wo €,, Gs’, €,, €,, die zu deén gegebenen Ausdriicken ¢,, Cy, C,/, Cy bzw. 
konjugiert komplexen Ausdriicke bedeuten. 

Wir fiigen diesem Resultate noch folgende Bemerkungen hinzu. 

Ks seien f,(2), f, (2), f,(4), f; (@) auBerhalb bzw. innerhalb von C 
stetig differenzierbare Funktionen, deren Randwerte auf C stetig differen- 
zierbare Funktionen von s seien und den Bedingungen (29) geniigen 
mégen: dann gelten, wie vorhin gezeigt, fiir die Randwerte f,, f,’, f;, fj 
die Gleichungen (32). Ferner ist unseren friiheren Ausfiihrungen (vgl. 8. 86 
bis S. 88) zufolge 


fat Mf. — 7] ta(ado = 0, f+ Mati —+f Fido = 0, 


eae + [iodo =0, f/—M,f/— 4 (i(@)ao =0, 
0 0 
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Multiplizieren wir hier die in der unteren Zeile stehenden zwei Glei- 
chungen einmal mit ¢,,¢, und ein anderes Mal mit ¢,’, c,’ und addieren sie 
das erste Mal zu der ersten und das zweite Mal zu der zweiten der 
dartiber stehenden Gleichungen, so gelangen wir mit Riicksicht auf (32) 
und bei Benutzung von (29) zu Gleichungen der Gestalt 


1 
2(eaf; + af) + [(G,6,9)f0) + Gy(6,9)f/(0))de =0, 
0 . 


I 
2(¢'f, + &'f/) + /{(GG, 9f,(0) + G,'(6,s)f; (@) de = 0; 
0 
und durch deren Kombination entstehen die Integralgleichungen: 


b . 
f; Sales (6, s)f;(6) + L, (6, s)f/(6))de = 0, 
(36) - 
fi —f[ L1G, 9f,(0) + Ly (6, 8)f/(6))do = 0; 
0 


dabei sind G,(o,s), G,(6,s), G,/(6,s) G,’(6,s) und mithin auch L,(o,s), 
I,(6,s), L,'(6,s), L,'(6,s) stetig differenzierbare Funktionen von 6,s. 
Die Integralgleichungen (36) lassen sich wieder in analoger Weise wie 
frither die Integralgleichungen (34) in eine homogene Integralgleichung 
zweiter Art zusammenfassen, wenn wir wie dort an Stelle der Funktionen 
f;, f; eme Funktion g(s) einfiihren. Da aber eine Integralgleichung 
zweiter Art gewiB nur eine endliche Anzahl linear von einander unab- 
hangiger Losungen besitzt, so folgt, daB es auch nur eine endliche Anzahl 
von Funktionenpaaren /f,, f, und zugehdrigen f,, f,/ von der in Rede 
stehenden Beschaffenheit geben kann. 

Setzen wir von den Randwerten /,, /,’, f; f; der analytischen Funk- 
tionen f,(z), f, (4), f;(2), f; (2) nicht die stetige Differenzierbarkeit, sondern 
nur Stetigkeit in s voraus, so kénnen wir diese Randwerte /,, /,’, f,, f; 
doch stets durch gewisse Ausdriicke f,, f°, f{%, f/ in s gleichmabig 
annahern, welche die Randwerte von analytischen auferhalb und auf C 
bzw. innerhalb und auf C reguliren Funktionen in g sind und welche 
daher in s analytisch ausfallen. 

Um dies etwa fiir die Randwerte /,, f, einzusehen, seien 


Z= (2) oder z= (Z) 


die analytischen Beziehungen zwischen den komplexen Veranderlichen 
2, Z, vermége derer das Innere der Kurve C in der komplexen z-Ebene 
auf das Innere des Hinheitskreises in der komplexen Z-Ebene konform 
abgebildet wird. Alsdann stellen fiir r< 1 die Ausdriicke 


i(p7®@)), fer P@)) 
7 * 
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innerhalb und auf C regular analytische Funktionen von 2 dar, deren 
Randwerte auf C 

Lf =f(e7r 2), F=f (er ®)) 
beim Grenztibergange zu r=1 gleichmabig gegen die Randwerte /,, /, 
konvergieren. 

Entsprechend gelangen wir fiir die Randwerte f,, f,/ zu gleichmabig 
annihernden Randwerten /,”, f, von der gewiinschten Art. 

Bestimmen wir nun vier Funktionen ¢,™, 6, ¢,', ¢/™ auf C, die 
noch von dem Parameter 7 abhiingen und fiir r = 1 bzw. in &, G, G’, Cy 
iibergehen, wihrend fiir alle r die Relationen 

pe = Go le (7) 4 Gee fg? 

F/O = OF + OF 
gelten, so miissen unserer obigen Uberlegung zufolge die Werte f; (), G io 
gewisse entsprechende Integralgleichungen von der Gestalt (36) erfiillen, 
die fir r=1 in die Integralgleichungen (36) tibergehen. MHieraus er- 
kennen wir, daf die Funktionen /,, /; die Integralgleichungen (36) be- 
friedigen, und erschlieSen so ihre stetige Differenzierbarkeit. 

Wir fassen diese Bemerkungen in folgendem Satze zusammen: 

Satz 29. Wenn f,(2), f,/(2), f;(2), f/ (2) eBerhalb bzw. innerhalb C 
regular analytische Funktionen von 2 und ihre Randwerte auf C stetige, 
den Relationen (29) geniigende Funktionen von s sind, so sind diese Rand- 
werte auf C notwendig auch stetig differenzierbare Funktionen von s. 

Es gibt gar keine oder nur eine endliche Anzahl linear voneinander 
unabhdngiger Systeme von Funktionen f,(2), f, (2), f)(@), f; (@), die auper- 
halb bzw. innerhalb C regulir analytisch sind und auf C stetige, den Re- 
lationen (29) geniigende Randwerte besitzen. — 

Wir wenden uns nun zu der Frage, ob es stets Funktionen f,(2), 
f, (2), f;@), f; (2) mit stetigen und den Relationen (29) geniigenden Rand- 
werten auf C gibt, wenn wir von /,(2), f,/(¢) wiederum regular analyti- 
schen Charakter auferhalb C’, dagegen von den Funktionen /,(¢), f/ (4) 
nur verlangen, da sie innerhalb C den Charakter rationaler Funktionen 
besitzen. 

Um diese Frage zu beantworten, fassen wir diejenigen Systeme von 
Funktionen 9,(¢), 9, (2), 9;(4), g; (4) ins Auge, die auBerhalb bzw. inner- 
halb C regulir analytischen Charakter besitzen, deren Randwerte auf C 
stetig sind und den Relationen 


2 = ie 
(37) a Cy 9; + 659; 5 
if ery ==) Fe 7 
Iq. = O19; 1 C5 9; 
gentigen, wo ¢,, @,, ¢,’, @' die zu den gegebenen Ausdriicken baw. ¢,, 
Cy, ,, CG  konjugiert imaginiren Ausdriicke bedeuten. Nach dem eben 
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bewiesenen*Satze gibt es nur eine endliche Anzahl linear unabhingiger 
Funktionensysteme solcher Art, und deswegen fiallt es uns leicht, wenn 
2=p, einen irgendwie gegebenen Punkt innerhalb C bedeutet, eine ganze 
positive Zahl nm zu finden, so daB gewiB kein Funktionensystem g,(z), 
9a (2), 9;(2), 9; (@) der in Rede stehenden Art existiert, wobei die Funk- 
tionen g,(#), g;(z) im Punkte =p, von der nten Ordnung Null sind. 

Bezeichnen wir nun die Randwerte der Funktion (2 — p,)” auf C mit 
@, so gibt es sicherlich kein System von Funktionen g,*(z), g,'*(4), 
9;*(2), 9;*(2), die auBerhalb bzw. innerhalb OC regulir analytisch sind 
und stetige, den Relationen 


gentigende Randwerte auf C besitzen; denn andernfalls wiren 
Gal@) = 9a*(2)> Ya (2) = 9a (2) 
9, (4) =(4 PGs eo); g; (2) = (4 one) 
regular analytische Funktionen, deren Randwerte den Relationen (37) ge- 


niigen und von denen g,(z), g;(2) im Punkte z =p, eine Nullstelle nter 
Ordnung besitzen, was nicht der Fall sein sollte. 


Auf Grund der eben festgestellten Tatsache schlieBen wir wegen 
Satz 28, daB es gewi8 ein System von Funktionen f,*(¢), f,*(2), f;*(2), 
f;*(4) geben mu8, die auBerhalb bzw. innerhalb C sich regular analytisch 
verhalten und stetige, den Relationen 


Pen a Pik ar’® 
iB = ¢,0f; + @f; > 
Rl ae oe LK ey ae 
fa = 4, OFF" + C Of; 
gentigende Randwerte auf C besitzen, wobei ® den zu  konjugiert kom- 
plexen Ausdruck auf C bedeutet. 


Nunmehr bestimmen wir — was unseren Ausfiihrungen auf S. 91 
zufolee méglich ist — eine auberhalb C und eine innerhalb C regulir 
analytische Funktion w,(¢) bzw. w,(¢), deren Randwerte auf C stetig sind 
und der Relation 


gentigen. Dann sind offenbar 
fo2) = Val@)f*(), fa (@) =v, (2)fa*(@) 
fe—= Oe, fe) = 8. 1 


(2 — p;)" pecan fils 


Funktionen der verlangten Art mit stetigen und den Relationen (29) ge- 


niigenden Randwerten auf C. 
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Wir sprechen daher den Satz aus: 


Satz 30: Es gibt stets Funktionen f,(2), f,/(2), f;(2), fj (@) der kom- 
pleaen Variabeln 2, die auf der Kurve C stetige, den Relationen (29) ge- 
niigende Randwerte besitzen und die auperhalb baw. innerhalb C von reguldr 
analytischem Charakter sind — mit etwaiger Ausnahme einer Stelle inner- 
halb C, die fiir eine der Funktionen f,(z), f; (2) oder ftir beide ein Pol ist. 


Zum SchluB mache ich von dem eben bewiesenen Satze eine An- 
wendung auf den Beweis fiir die Existenz linearer Differentialgleichungen 
mit vorgeschriebener Monodromiegruppe, d. h. auf die Lésung des beson- 
deren der Theorie der linearen Differentialgleichungen entsprungenen Rie- 
mannschen Problems‘). Zu dem Zwecke verbinde ich die gegebenen 
singularen Punkte 2%, 2®,... 2” der linearen Differentialgleichung in der 
komplexen z-Hbene in dieser Folge zyklisch mittels einer geschlossenen 
analytischen Kurve C: es kommt dann darauf an — wir haben der Ein- 
fachheit halber den Fall einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung im Sinn?) —, ein Paar von Funktionen f(z), f’(¢) zu konstruieren, 
die sich tiberall in der Ebene, insbesondere auch auf dem zwischen 2”) 
und 2 = 2*1 verlaufenden Stiicke der Kurve C wie rationale Funktio- 
nen der komplexen Veranderlichen z verhalten und nur in den zwischen 
2 und 2®, 2® und 2@,..., 2-» und 2™ verlaufenden Kurvenstiicken 
ein singulires Verhalten zeigen, insofern ihre Werte auf der duferen 
Seite dieser Kurvenstiicke aus den Werten auf der inneren Seite durch 
lineare homogene Kombinationen mit gegebenen konstanten Koeffizienten 
abzuleiten sind. Bezeichnen wir die Funktionen f(z), f’(¢) imnerhalb bzw. 
auBerhalb C mit f,(z), f; (2) baw. f,(¢), f, (4) und bedenken, daB die fiir 
das Kurvenstiick zwischen 2) und 2 geltende Forderung 


1) Diesen Gedanken zur Lisung des besonderen Riemannschen Problems hat 
der Verfasser bereits in Vorlesungen tiber Integralgleichungen (Wintersemester 1901/02) 
entwickelt; O. Kellogg hat ihn dann in einer Note (,,Unstetigkeiten bei den linearen 
Integralgleichungen mit Anwendung auf ein Problem von Riemann‘, Math. Ann, 
Bd. 60) auszufiihren gesucht. — Ktirzlich hat L. Schlesinger (,,Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen im Anschlusse an das Riemannsche Problem“, Journ. ftir Math., 
Bd. 130 und Math. Ann., 63) die Kontinuitiitsmethode zum Beweise fiir die Lésbarkeit 
des besonderen Riemannschen Problems heranzuziehen gesucht. — Man ygl. ferner 
die Abhandlung von Plemelj ,,Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodro- 
miegruppe“, Monatshefte fiir Math. und Phys. XIX., wo eine vereinfachte Darstellung 
meiner Lisung des speziellen Riemannschen Problems gegeben wird. 

2) Fiir den Kenner der Determinantentheorie gilt dann die SchluBweise zugleich 
fiir den Fall einer linearen Differentialgleichung mter Ordnung. 
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i Cm ibe 

fe aoe fy 
der identischen Substitution gleich kommt, so gelangen wir zu der fol- 
genden Aufgabe: 

Man soll auBerhalb der Kurve C die Funktionen /,(z), f,/(2) und 
innerhalb C die Funktionen /,(z), f;(¢) vom Charakter rationaler Funk- 
tionen derart bestimmen, daB die Randwerte f,, /,’, f,, f; dieser Funktio- 
nen auf OC iiberall stetig sind und bzw. fiir die Kurvenstiicke 


zwischen 2) und e@t) (h=1, 2,...,m) 
die Relationen 


= yf. (a) Fr’ 
hee yas 
1, 72,71, O (h=1,2,...,m) 


gegebene Konstanten mit nicht verschwindender Determinante sind. Der 
doppelten Schreibweise des Punktes 


(h =1,2,..., m) 


erfiillen, wobei 


gim+2) — p(t) 
entsprechend werde noch 
py tD— yO, yt Nm yD, yD yO, ym — py, 


gesetzt. 
Zur Lésung dieser Aufgabe setzen wir zunichst 


ve aS yy Df, ig RE ae 
fo = 7, F, + Of, 
wo f,*, f,* Hilfsausdriicke in s sind, berechnen hieraus die Werte von 
f;, f; und fithren dieselben rechter Hand in (38) ein. Die so aus (38) 
und (39) entstehende Substitution 
= jG ia au Ee 
fe axl Ne se a Tae 
schreiben wir nun in der Form 
MOF, + MOP! = WO MOL" + ULF); 
Mf, + Mt, = (MO 2 + Wr), 
indem wir der Kiirze halber annehmen, daf die Hlementarteiler der zu 
jener Substitution gehdrigen charakteristischen Determinante demgemii 
ausfallen. Bei Gebrauch von (39) werde identisch: 
(41) OS ae MOT = NF; “5 NSF; 
M62 + MOLE = Nf + MOG: 


(39) 


(40) 
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dabei bedeuten die GréBen I, I” baw. M, M’ baw. N, N’ Konstante 
jedesmal mit nicht verschwindender Determinante und u, uw’ von Null 
verschiedene Konstante. 


Nunmehr konstruieren wir in dhnlicher Weise, wie dies oben (vergl. 
S. 92) geschehen ist, innerhalb bzw. auBerhalb von C regular analytische 
Hilfsfunktionen, deren Randwertquotienten auf C in den Punkten 2” ge- 
wisse Unstetigkeiten aufweisen. 


Zunachst bilden wir die innerhalb baw. auSerhalb C regular analy- 
tischen Funktionen 


1) ES a fl) 0 Oe (Zoe 
Q; (2) = l(e — 2) baw. (2) =1 (= ae : 


wo p, wiederum irgendeinen, innerhalb C gelegenen Punkt bedeutet. 
Setzen wir dann 


1 il 
OS aan) Oy SS Te 
é ary te, 8 sia 


iy d 


wo fiir Jw, Ju’ diejenigen Werte des Logarithmus zu nehmen sind, fiir 
~ die — unter R(e), Re) Realteil von «”, & verstanden — 


0< REM) <1, OC RUM <1 
ausfallt, und bilden die Funktionen: 
v,(2) = fo®), a (2) = Oo 
$,O(2) = 9, b/(2) = 9 M®, 
so sind die Funktionen w,”(z), (2) auBerhalb C, die Funktionen 


v(2), v/O(@) innerhalb C und simtliche Funktionen tiberdies auch auf 
C regular analytisch mit Ausnahme jedesmal des Punktes 2 = 2%. 


Ferner bestimmen wir die ganzen rationalen Funktionen von 2 
AM(2), AM(2),- IM), JO), -h= 1,2. 23, m) 
in der Weise, daB sie folaende Kongruenzen erfiillen: 


AM(z)=1, (¢— 2)! 
AM(2)=0, (¢— 2/4 
AM(a=1, @— 2) 
A(z) =0, (e— 24 3 b= 1,2 Aas Mm 

IM(2)=1, (¢e—2%)t 
J“(2)=0, (2e— 2%) 
JM(e)=1, (e—2)4 
J (2) =0, (¢— 2) 


(42) 
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und setzen dann der Kiirze halber 
M,(2) = AM(2) MW, +--+ + AM(2) M™, 
Uy, (2) = A(z) M,® +--+ + A(z) M™, 
UM, (2) = AM(z) M/O+ ++. + AM(2) MI, 
Uy (2) = AM (2) MO --- + A(z) MA, 
W,(2) =AM ev MZ)+ +--+ AM) ¥,(), 
bq (2) =AMZ)WLO(2)-+ ++ + AM (2) ph /M(2), 
N; (2) i) (2) N,® teee T™ (2) NN), 
iN. (2) a) (2) N,& 2 a = J (™) (2) No). 
N,' (2) = Ji) (2) bulhpey Cee I™ (2) NM, 
Ny (2) = IOONO +--+ IMOYM, 
w,(2) =TO1z) v2) +--+ TMZ) (2), 
ws (2) =J(z) Wj(z) BB cm oe J m) (z) pm (Z). 


(43) 


Endlich denken wir uns notigenfalls die Kurve C ein wenig variiert 
derart, daB auf der variierten Kurve — die wiederum analytisch sei, die 
Punkte 2®,..., 2 enthalte und auch kurz mit C bezeichnet werde — 
die Funktionen 


$,(2),0; @),%a(2),Pa (2), Ma), M2); Ma (2), M2), Ni@)No'(@)3, Ne), Mi’) 


iiberall mit etwaiger Ausnahme dieser Punkte 2®,..., 2) von Null ver- 
schieden ausfallen. 


Bezeichnen wir dann mit s“ den zu 2“ gehdrigen Wert der Bogen- 
linge s, so gelten wie oben (vgl. 8. 93) auf C in gentigender Nahe 
yon s = s”) die Entwickelungen 


9,0) = — in + U(s—s) + HO + HM — sl) +--+, (8 > 8”) 
a 1s — 8) + FO + FO(s— s) + ---, (9 <5), 

p= in + Us — 9) + A + A,M(s — 8) +--+, (9 >) 
se I(s® — 3) + A, + A,(s — 8) +--+, (s<sM), 


(44) 


wo U(s — s), U(s” — 8) die reellen Logarithmen und J)”, J,,... Ay 
A,®,... gewisse komplexe Koeffizienten bedeuten. 
Bezeichnen wir die Randwerte der Funktionen y,(z), ¥, (2), ¥) 
pO) auf CO baw. mit ¥,™, ,, ow, y, ‘®, so gelten demnach auf C 
in gentigender Nahe des inaeiee S= m0) die Entwickelungen 
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v0) = e— Siu +s I(g — 5) B., (s > s) 
(h) (Ry 
ee l(s S) Bo (s < 3) : 
vj =e sly Re Og — sit) B/%, (¢ > s@) 
sat “(h) lis” = 8) 1(h) (h) 
= e& : S<s 
(45) 4 (h) (h) * - 
y= ext e™ + eMU(s—s YB, (s > s() 
(A) 1 (gh) — , 
Bas tee wit (Oican 8) B®, (s< s®), 
yO) = erly eS — Mop 1) (s > 8) 
“(h) (2) es 1 
=e we NR (1) (s<s), 


wo BO, BO, BM, B,'% regulire, nach Potenzen von s— s fort- 
schreitende, fiir s = s”) nicht verschwindende Potenzreihen sind. 


Wenden wir uns nach diesen Vorbereitungen zu der urspriinglich 
vorgelegten Aufgabe zurtick und fiihren statt der gesuchten Funktionen 
(2), f,/ (2) die Funktionen g,(2), g,/(2) vermége der Gleichungen 


M, (4)f,(4) pe M, (2)f, (2) aay Val2) Ia (z), 

My’ (2) fa (@) + Ms’ fa (@) = Va (2) 9a (2) 

und statt der gesuchten Funktionen /f,(z), f;(¢) die Funktionen g,(z), 
9; (4) vermége der Gleichungen 


(49) N@FE) + MOH =¥,()9,@), 
Ny @F@ + MOF @ =v @)9/@ 


ein, so geht die urspriinglich vorgelegte Aufgabe in die Aufgabe tiber, 
die Funktionen g,(), 9,'(2), 9,;(2), g; (2) auBerhalb bzw. innerhalb der 
Kurve C vom Charakter rationaler Funktionen derart zu bestimmen, daB 
ihre Randwerte g,, g,, 9;, g; auf C die Relationen 


(48) 


(50) ee 

Ia = % I; + & 9; 
erfiillen, wobei die Koeffizienten c¢,, ¢,, ¢’, ¢ gewisse endliche Ausdriicke 
in s mit von Null verschiedener Determinante sind, die leicht aus (38) 
vermittels (48) und (49) berechnet werden kénnen. 

Zur Loésung dieser letzteren Aufgabe kénnen wir unseren Satz 30 
anwenden, da die Koeffizienten ¢,, ¢,, ¢,’, ¢' zweimal stetig differenzierbare 
Ausdriicke in s werden. Den Nachweis hierfiir erbringen wir, wie folgt. 

Da die Kurve C als analytisch angenommen war, so erhalten wir die 
Punkte auf C in der Umgebung von z= 2“) durch die Formel 


a(s) = 2% + C,(s — 8) + G(s — sy 4+..., 
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wo rechter Hand eine regulaére nach Potenzen von s — s) fortschreitende 
Reihe steht. Die Kongruenzen (42) werden demnach, wenn wir die Variable z 
in die Umgebung von 2) auf C wandern lassen, unmittelbar in Kon- 
gruenzen fiir die entsprechenden Randwerte nach dem Modul (s — s)# 
tibergehen. 
Wir erweitern noch den Begriff der Kongruenz auf allgemeinere 
Ausdriicke S,, S, in s, indem wir, wenn in einer Formel 
S, — S, = (9— YB + (s— 9) PB 
beide Exponenten ¢, e’ Realteile > 3 bzw. > 4 besitzen und $f, P' regulire 
Potenzreihen in s — s” sind, ebenfalls 
S,=8,, (s—s®) 
bzw. 
S,=8,, (s—s”)* 
schreiben. 
Alsdann folgt aus (48), wenn wir die Variable z in die Umgebung 
von 2 auf C wandern lassen, mit Riicksicht auf die Kongruenzen (42) 


und (43): 
ar MF, + Ut, =V.%I., (6-9 
Mf, + Myf, =o 9,, (9 — sO 
Andererseits folgt aus (49) mit Riicksicht auf (42) und (43): 
Nf, + Mf; = 4,09,  (s— 9) 
NF; as Ny fF; = wg, , (s an sy, 
und hieraus ergibt sich wegen (41) 
MOPe + MOT =v, (8) 
HY BOY ig a Mor =: v/O>;, (s aa Sot 
Nunmehr unterscheiden wir die beiden Fille, ob s <s“) oder s > s”) 
ausfallt. Im ersteren Falle liefert (38) die Relationen 


f= nO-Pf, + 18 F, 
fl = nO, + OF 
d. h. mit Benutzung der Hilfsausdriicke (3")) 
ae 
Spat hea 
folglich ergeben (51) und (52) die Kongruenzen 
09, = 0,09, (¢— sy 
CON f= O79; , (¢ = 8®)*; 
und, wenn wir hier die Bedeutung der Ausdriicke ¥,, ¥,, ¥, yj 
bei s <8“ aus (45) berticksichtigen und bedenken, da die Realteile der 
Exponenten von &”), «) zwischen 0 und 1 liegen, 


(52) 
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(53) BOI = G9, (s a Ss’), | 
BG, = Big), (8 — 38) J 


Ferner, int zweiten Falle s > s”, liefert (38) die Relationen 


[seal dates o 
les en Idee tu 
dies sind mit Benutzung der Hilfsausdriicke (39) die Formeln (40), int 
folglich ergeben jetzt (51) und (52) die Kongruenzen 
BOG, = wv,Og, (8 — 8, 
Hg. =uOUZOG), (@— st 
Beriicksichtigen wir hierin die Bedeutung der Ausdriicke ¥,%, ¥/M, y,’ 
y/@ bei s>s aus (45) und bedenken, daB die Realteile der Ex- 
ponenten «), s) zwischen 0 und 1 liegen, so wird bei Forthebung von 
uw, w wiederum s 
(4 8.99. = 8%, 6-90), 
(8,9, ao BOG; (s oF s%))8 
a BO, BO, B.%, BO reguliire nach Potenzen von s — s fort- 
ee und iibewdies fiir s=s”) nicht verschwindende Potenzreihen 


sind, so erkennen wir aus (53) und (54), daB, gleichviel ob s << s” oder 
s>s ausfallt, die Kongruenzen 


So 


g Ssh. 


sh) 


re Tah > (h)\3 
Ga car; y Gj) (s yee s@)) 


85 “(h) YE 
C= B70 9; ) os s™)8 
gelten mtissen. Durch Vergleichung dieser Kongruenzen mit der Sub- 
stitution (50) folgen fiir die Koeffizienten dieser Substitution die Kongru- 
enzen 


Bi? = ( (2))3 
“1 = a? =v, Sia ONY 
a 
Tk By (h) 
gq = 0, C53 a ny fe (s ee) ee 


und diese zeigen, daf die Ausdriicke ¢,, ¢, ¢', ¢ beim Durchgang durch 
den Punkt s = s) gewiB zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind. 

Damit haben wir unsere Behauptung, wonach ¢,, ¢&, ¢', ¢’ in (50) 
zweimal stetig differenzierbar in s sind, als richtig erkannt und zugleich 
das besondere Riemannsche Problem der Auffindung von Funktionensystemen 
mit vorgeschricbener Monodromiegruppe vollstdndig gelist. 
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Vierter Abschnitt.. 


Theorie der quadratischen Formen mit unendlich 
Vielen Variabeln. 


In diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir eine neue Methode 
gar Behandlung der Integralgleichungen entwickeln, die auf einer Theorie 
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabeln beruht. 

Die systematische Behandlung der quadratischen Formen mit unend- 
lich vielen Variabeln ist auch an sich von grofer Wichtigkeit und bildet 
eine wesentliche Erginzung der bekannten Theorie der quadratischen 
Formen mit endlicher Variabelnzahl. Die Anwendungen der Theorie 
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabeln sind nicht 
auf die Integralgleichungen beschrinkt: es bietet sich nicht minder eine 
Beriihrung dieser Theorie mit der schénen Theorie der Kettenbrtiche 
von Stieltjes!) dar, wie andererseits mit der Frage nach der Auf 
lésung von Systemen unendlich vieler linearer Gleichungen, deren Unter- 
suchung Hill, Poincaré, H. vy. Koch und andere erfolgreich in Angriff 
genommen haben. Auch zu den Untersuchungen Minkowskis ther 
Volumen und Oberfliche findet in methodischer Hinsicht nahe Beziehung 
statt. Vor allem aber eréfinet die Theorie der quadratischen Formen 
mit unendlich vielen Variabeln einen neuen Zugang zu den allgemeinsten 
Entwicklungen willkiirlicher Funktionen in unendliche Reihen nach Fourier- 
scher Art, wie am Schlusse von Kapitel XI angedeutet werden wird.”) 


Elftes Kapitel. 


Theorie der orthogonalen Transformation einer quadratischen 
Form mit unendlichvielen Variabeln. 


Es seien 

hing = Kap 
wo jeder der beiden Indizes p, q die Reihe aller ganzen Zahlen 1, Ay ort 
durchliuft, beliebig gegebene reelle Konstanten, dann stellt 

Kia) ke 0, 

(p, g=1, 2,.-.) ; 
eine quadratische Form mit den unendlich vielen Variabeln ,, #.,. 
dar; die Konstanten /,, heiben die Koeffizienten dieser quadratischen 


Form. Ein Ausdruck 


1) Recherches sur les fractions continues, Ann. de Toulouse Bd. 8 (1894). 

2) Man vergleiche zu der hier entwickelten Theorie die Habilitationsschrift von 
Hellinger ,,Neue Begriindung der Theorie der quadratischen Formen von unendlich 
vielen Veriinderlichen“. Journal fiir Math. Bd. 136. 
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A(x, y) SSoecbi Hn Yq 


(2,9= 
mit irgendwelchen Koeffizienten a,, heiBt ein bilinearer Ausdruck oder 
eine bilineare Form der unendlich vielen Variabeln 7, %,.- +, Yyy Yor» + + 
Der Ausdruck 


K(a, y) SD hyyt ae Un Yo 


(P, 9= 
heiBt die zu K(x) gehorige Bilinearform der unendlich vielen Variabeln 


Uy Hay + +> Yay Yo, ++ 

Lassen wir die Indizes p,q nur die Werte 1,..., durchlaufen, wo 
nm eine endliche Zahl bedeutet, so entspringen die Formen mit der end- 
lichen Variabelnzahl n, wie folgt: 


K,@) =2h, gpa) 


WONG y) = xr vr 


(2, 9= ie 
Die Formen K, (x), K,(a, y) mégen Te Abschnitte der Form K(z) 
bzw. K(a, y) heiBen und auch, mitunter, ohne den Index n ausdriicklich 
hinzuzusetzen, mit | K] bezeichnet werden. 
Wenn irgendein bilinearer Ausdruck mit endlicher Variabelnzahl 


A, (2, y) ) Oa ‘DQ Xn Yo 


vorgelegt ist, so heife die Summe aller Koeffizienten der Glieder x,y, 
die Faliung des Ausdruckes A,(%, y) und werde mit A,(.,.) bezeichnet; 


es ist also 
= >a 
é ea 
K,(.)-) = By be +f. kun: 


B, (a, y) = >6 at 


(p,9=1, 2, . 


und insbesondere 


Ist 


eine zweite Bilinearform, so bilden wir in diesem Sinne die Faltung des 
als Bilinearform der z, und z,’ betrachteten Produktes A,(a, 2)-B,(z', y): 


A, (%,-) Ba(-¥) = = Sty Bar pr 


und bezeichnen diese Bilinearform in Zp, Y, kurz als Faltung von A, 
und B.,,. 
Auer den allgemeinen quadratischen Formen K, K, ziehen wir noch 
die besonderen quadratischen Formen 
(2%) = Hy? + Hy? +--+, 
(2, Wl) y= Hy tects x, 
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und die besonderen Bilinearformen 
(a, Y) = ay, + HeYg °° 


A (a, Dre GG ast lo BY 
in Betracht. 


Die Diskriminante der Form 
d. h. die Determinante 


ist bekanntlich eine ganze rationale Funktion mten Grades in 4 mit lauter 
reellen Nullstellen; diese mégen mit 


4,, A, ye A” 


bezeichnet werden und die Eigenwerte der Form K, heiBen; die Ge- 
samtheit dieser » Higenwerte heiBe das Spektrum der Form K,. Wenn 
ein reeller Wert 4 so beschaffen ist, daB in ihm oder in beliebiger Nahe 
desselben noch fiir unendlich viele » Higenwerte von K,, liegen, so heibe 
dieser Wert 2 ein Verdichtungswert von K. Wenn die Betrage der 
absolut gréBten Higenwerte von K, mit wachsendem » iiber alle Grenzen 
wachsen, so soll der Wert 4= oo ebenfalls als Verdichtungswert der 
Form K gerechnet werden. 


Wir bilden nun aus (1) durch Randerung die Determinante 


jee dks, 29 aa Many oT | 
ee ial Or ae oe Seen |: 
nl j © Y) j nam Mins; 2 1 Pia Monn) Ly | 
S | 4) SP ABS A Yn> ) 
und nennen den Quotienten 
D,,(A5 &, Y) 
K,(45 «, Y) ee ae 2 


bzw. j 
K,,(4; #) = K,(45 &, 2) 


die Resolvente der quadratischen Form K,; die Koeffizienten von 
ty) +++) %, in K,(A; a, y) geben, wenn 2 kein Higenwert ist, die Losung 
der linearen Gleichungen 

teeny ate.) = Y,,, (phy ony 1); 


wir driicken dies durch die Identitaét aus: 


K, (45 & y) — AK, (a, -)K,(45-, y) = (y): 
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Ks ist offenbar 
(2) K,(43%,9)=(@ Yn FAK, (Gy) + PK, Bey) + UK, K, Key) +: °°, 
wo K, K,, K,K,K,,... die aus K, durch fortgesetzte Faltungen ent- 
stehenden Formen 
K,K, (2, y) = K,(a, .)K,(., y) = Sh, rh, ee ths 


(2,9 r=1, 


OSG sic (2, y)= K,,(4, DUG, Ke 9) “Shs Sq Lin Yor 


(D, 95 7; 8 


bedeuten. Fiir die Resolvente K, gilt die Partialbruchdarstellung 


L,@ iG, LW Ib; (n) 
(3) K, (Ai oy) = © - Oe 2 : Y) 
4, @ Tee 


wo L,”,..., L,™ gewisse lineare Formen der Variabeln 2,,..., 2, mit 
reellen Koeffizienten, die ,,Higenformen“ von K, bedeuten. Insbesondere 
gelten mithin die Formeln: 


(2, n= U1Ys bo Fey = LOW) LOY) +--+ + £0) LO), 


TO) DA _ E, (a) Ly 
(4) K,(&, y) = vat OMe Sams x ie 
(am ait +at— Lat + Low), 
= (n) Lom 6 
Kk @)= ( oe ree aid . = ; 
5) = 1 ; Gs, (n) 
. BB) = SG oop aN 
(n) 2 (n) 
KEK @) ae ay oe ey gly we may ’ 


Aus (4) folgen die Orthogonalititseigenschaften der Linearformen 


LO ate ae NO)? 
VEACT@ WE (05 Ga a0) 
LO) £00) = 1, 


wo L,(.)L,C) die Faltung der Bilinearform L,”(«) L,™(y) bedeutet 


und alsdann wiederum ergibt sich durch Faltung 


iL 1 
1G GS) = Dik, =a ety eel on 
(@= Ios 3 70) i n 
(6) KE, (5) = Shipp Pasa a He cones eeee 


ge me (A, ™)2 a a. (Ry ™) 2? 


1 it 
BK Bal) ebony Ganges t+ Gage 
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Unsere erste wichtige Aufgabe besteht darin, den Begriff 
der Resolvente der Form K, auf die Form K zu tibertragen und 
zu der Partialbruchdarstellung (3) das Analogon fiir die Form K 
mit unendlich vielen Variabeln aufzusuchen. 

Zu dem Zwecke bedienen wir uns eines allgemeinen Hilfssatzes aus 
dem Gebiete der stetigen (gleichmiBigen) Konvergenz.') 


flilfssatz 1. Hs sei J ein ganz im Endlichen gelegenes Intervall fiir 
die Variable s, ferner : 


© f, (8), fas), fs (8), - - - 


eine unendliche Reihe von Funktionen der Variabeln s, die in J stetig 
sind, deren Werte absolut genommen unterhalb einer endlichen Grenze 
bleiben und deren Differenzenquotienten simtlich unterhalb einer endlichen 
Grenze bleiben, so daf fiir alle s, t in J und fir alle h 


fils) — fh, © GH 
Sia == 


gilt, wo E eine endliche von # und von der Wahl der Argumente s, ¢ 
unabhangige GréBe bedeutet: 
Alsdann lassen sich aus ebendieser Reihe von Funktionen (7) un- 
endlich viele Funktionen 
f(s), fa (8), fs*(8), - » - 


auswahlen derart, daB die Reihe dieser Funktionen fiir jeden beliebigen 
Punkt in J gegen einen endlichen Grenzwert, und zwar stetig (mithin 
auch gleichmifig) konvergiert, woraus ersichtlich ist, daB der Limes 


Lfy*(°) 


eine in J stetige Funktion von s darstellt. 

Zum Beweise bestimmen wir auf die Art, wie es in § 5 der oben 
zitierten Abhandlung tiber das Dirichletsche Prinzip geschehen ist, aus 
der Reihe (7) eine Reihe von Funktionen /,*(s), f*(s),... derart, daB die 
Reihe dieser Funktionen fiir jeden Punkt einer in J tiberall dichten ab- 
zihlbaren Punktmenge P* gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert; 
die so ausgewahlten Funktionen sind, wie wir nun zeigen wollen, von 
der im Hilfssatze verlangten Art. 

In der Tat bezeichnen wir mit s,, s,,... irgendeine unendliche Reihe 
von Punkten aus J, die gegen einen bestimmten Punkt s konvergiert. 
Bedeutet dann ¢ irgendeine beliebig kleine positive GréBe, so bestimmen 
wir zunichst einen Punkt s* der Punktmenge P* derart, daB 


f é 
(8) [So SS eae 
1) Vgl. die Abhandlung des Verf. ,,Uber das Dirichletsche Prinzip‘, Math. Ann. 


Bd, 59 (1904). 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin, Integralgleichungen. 8 
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wird; wegen der Konvergenz der Wertreihe 
f*(s*), fa* (S*), «++ 
laBt sich alsdann gewiB eine Zahl N finden, so daB fiir alle N tiber- 
schreitenden Indizes p, q 
(9) (AG AsO 
wird; wegen der Konvergenz der Punktreihe s,, s,,... kann diese ganze 


Zahl N zugleich auch so gro8 gewihlt werden, daf fiir alle NV tiber- 
schreitenden Indizes p, ¢ 


é é 
[8 = 8) |< sap (aS ry i 


ausfallt. Mit Hilfe von (8) folgt hieraus fiir alle N tiberschreitenden 
Indizes p, g 
iS é 
(10) [sts < o, |s*— sl <a 
Andrerseits ist nun wegen der Voraussetzung unseres Hilfssatzes 


| fp" (s*) — fp* (Sp) | fa°(s") — fa* (Sa) | 
| Pp ae an ok or cere 
und folglich mit Hilfe von (10) 
0 é % fe 7 é 
eC) ee CIES lu eka ES a. 


Addieren wir diese Gleichungen zu (9), so folgt fiir alle N tiherschreiten- 
den Indizes p, q 


ES TE AG a Oye Se) cede Cee 


und um so mehr 


fo" Sp) fa M8) i & 
Da ¢ eine beliebig kleine Gréfe war, so folgt hieraus, da die Wertreihe 
A*(81), fe* (82) - 
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, d.h. die Funktionenreihe 
f(s), f(s), - - 
konvergiert stetig an jeder Stelle s des Intervalles J, womit der Hilfssatz 
vollstandig erwiesen ist. 


Wir kehren zur Theorie der quadratischen Formen zuriick, und zwar 
nehmen wir im folgenden zunichst an, es sei 4 = oo nicht Ver- 
dichtungswert von K, d.h. es sei K eine solche Form, daf die 
simtlichen Eigenwerte von K, fiir alle m in dem endlichen 
Intervalle J liegen. Wir definieren sodann gewisse zu K, gehdrige 


nN 
Funktionen der Variabeln 1, wie folgt: es werde allgemein 


) 
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H")(4) = 0 fir 1< 1, 
Me toy i en eet 
H(A) = (L,O@)(A — 14,@) fir 14> 1,0 


(2) = 44)(2) + + 0, 09(A) 

gesetzt; dann sind x,” und folglich auch x”) stetige Funktionen von 4, 
die nirgends negativ ausfallen und bei wachsendem Argument 4 und fest- 
gehaltenem » niemals abnehmen; die Differenzenquotienten dieser Funk- 
tionen, d. h. die Ausdriicke 

xp (A) — xp (u) 


(11) 


und 


A—w ? 
ACD) (2) — 4 (w) 
ee Pa he eh 


sind, wie wir ebenfalls sofort sehen, nirgends negativ und nehmen, wenn 
eines der Argumente A, uw fest bleibt und das andere wichst, niemals ab, 
und zwar gelten die Gleichungen 


CD) es ng 08) 
p ey x = (u) I, (L,” (a))? 
und folglich 
60 (8) — ve (u) 
We 3 \ 


= 2,(L,%@)?+--- +2,(L,@), 


wo 2,,..., a, zwischen 0 und 1 liegende, von A, w abhingige GréBen 
bedeuten. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar die Ungleichung 


AGL pees 4D ( R 
MEE :  (w) I< ve (CL, ()(@))? pili Sas (L (a))?, 


oder wegen (5) 
| 4 (m) he (1) (qh) | 
(12) * ae Oi Sapte + 02. 


Endlich bemerken wir noch, daSB auf jeder Strecke, die keinen der 
Eigenwerte 2,” von K, enthialt, die Funktionen x,(A) und folglich auch 
die x™(A) lineare Funktionen von @ sind. Fiir alle auberhalb auf der 
negativen Seite von J gelegenen J ist x™(2) identisch Null; daher ist 
mit Riicksicht auf (12) stets: 

WA) S (HP 4, I, 
wo J die Linge des Intervalles J bezeichnet. Auf der positiven Seite 
auBerhalb von J ist 


WOR) Ae + + a2) + O,(0), 
wo C,(a) eine von 1 unabhiingige Form bedeutet. In bezug auf die 
Variabeln %,, ..., %, ist « eine brcatenceen: Form. 

Es seien nunmehr unendlich viele Variable v,, x, ... vorgelegt; wir 


ziehen dann diejenigen speziellen Wertsysteme in Betracht, die entstehen, 


wenn wir irgendeine dieser Variabeln gleich 1 und alle tibrigen gleich 0, 
8* 


2 & 
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oder wenn wir irgend zwei dieser Variabeln gleich — und alle tibrigen 
2 


gleich O setzen. Wir denken uns alle diese speziellen Wertsysteme der 

unendlich vielen Variabeln x,, 2, ... in bestimmter Weise in eine Reihe 

geordnet und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge als erstes, zweites, 

drittes usf. spezielles Wertsystem der unendlich vielen Variabeln 2,, 7, .. 

Fiir alle diese speziellen Wertsysteme gilt wegen (12) die Ungleichung 
|e) (2) — 2 (uw) | 

(13) | | Se ate, /S1. 

Wir betrachten nun die Formenreihe 
(14) #(A), x(a), x®(A), ... 
und wenden, indem wir fiir die Variabeln 2,, 2, ... das erste spezielle 
Wertsystem eingesetzt denken, unsern Hilfssatz 1 an: wir sehen, daf 
dann im Intervalle J fiir 4 die Werte der Formenreihe (14) simtlich 
unterhalb einer endlichen Grenze liegen miissen und wegen (13) auch 
die weitere Voraussetzung unseres Hilfssatzes erfiillt ist. Diesem Hilfssatz 
zufolge laBt sich daher aus (14) gewif eine unendliche Reihe von Formen 
(15) CL (A) mrt) ote 
auswihlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln 2,, 2, ... das erste 
spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige Funktion von 4 
in dem Intervalle J gleichmafig konvergiert. 

Sodann wenden wir unsern Hilfssatz auf die Formenreihe (15) an. 
Diesem Hilfssatz zufolge liBt sich aus jener Formenreihe gewif eine 
unendliche Reihe 
(16) n9(H), x0), HOMCA), 
auswaihlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln w,, 7, ... das zweite 
spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige Funktion von 4 
gleichmiBig konvergiert. Indem wir ferner unsern Hilfssatz auf die 
Funktionenreihe (16) anwenden, gelangen wir durch Auswahl zu einer 
Funktionenreihe 

HOA), HO I(A), HOA) voy 
die nach EHinsetzung des dritten speziellen Wertsystems gegen eine ge- 
wisse stetige Funktion von 4 gleichmibig konvergiert. 

Endlich betrachten wir, indem wir uns das Verfahren unbegrenzt 
fortgesetzt denken, die Formenreihe 


(17) a) Aye ae) (A) aee aN, Raters: 
dieselbe konvergiert in 2 gleichmafig, sowohl wenn wir darin fiir die 
Variabeln 7,, %, ... das erste, als auch wenn wir das zweite, als auch 


wenn wir das dritte spezielle Wertsystem usf. einsetzen. Da sich aber 
allgemein der Koeffizient von x, #, einer quadratischen Form linear aus 
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den drei Werten zusammensetzen laBt, die die quadratische Form fiir 
1 1 ; "4 : 
x, = 1,0 bzw. 0,1, bzw. aT ayes annimmt, wihrend man alle iibrigen 
Variabeln gleich O setzt, so folgt, daB auch allgemein der Koeffizient von 
“,z, in der Formenreihe (17) gegen eine gewisse in A stetige Funktion 
%, (A) konvergiert. Wir setzen 
“(A) = S%,,(4)4%,, 


p,7=1,2... 


x 


so daB x(A) eine quadratische Form der unendlich vielen Variabeln a,, 2, . 
bedeutet, deren Koeffizienten stetige Funktionen von 4 sind. Diese 
Funktionen von 4 sind zunichst nur innerhalb J definiert; da wir aber 
statt J ein beliebig grofes, J enthaltendes Intervall wihlen diirfen, so ist 
damit die Definition jener Funktionen fiir alle endlichen Werte von 2 
gegeben. 

Die Werte irgendeines Abschnittes einer quadratischen Form mit 
unendlich vielen Variabeln sind als lineare Kombinationen derjenigen Werte 
darstellbar, die die quadratische Form fiir unsere speziellen Wertsysteme 
annimmt. Daraus folgt, daf, wenn wir in den Formen der Formenreihe (17) 
14, ---, &, beliebig lassen, die tibrigen Variabeln ~,,,, 2,5, -.. samt- 
lich = O setzen, d. h. von jeder Form in (17) denselben Abschnitt nehmen, 
diese aus den Abschnitten gebildete Reihe gewi8 ebenfalls gleichmafig 
konvergiert, und zwar gegen denjénigen Wert, den der betreffende Ab- 
schnitt von x(2) annimmt. Wenn wir noch 

eae in, 2s ae, BP = Me. 
setzen, so gilt also die Gleichung: 


_L [xt (a)] = [x (a) 


Der Kijirze und Ubersicht halber wollen wir im folgenden bei 
einer Gleichung oder einer Ungleichung die eckigen Klammern 
fortlassen, d.h. nach dieser Festsetzung ist eine Gleichung oder Un- 
gleichung zwischen Formen mit unendlich vielen Variabeln stets so zu ver- 
stehen, da® sie identisch fiir alle Variabeln gilt, wenn man in der Formel 
auf beiden Seiten die gleichen Abschnitte der Formen nimmt; so lautet 
die letzte Gleichung 
(enc) nage DL x (2) = x (A). 

h=o 


Zugleich bemerken wir, daf die obengenannten Higenschaften der 
Funktionen «”(4) als Funktion von 4 sich sofort auf einen beliebigen 
Abschnitt [x(2)] der Form (A) tibertragen, wenn wir diesen als Funktion 
von A betrachten. Wir erkennen so, daf die Funktion [x(A)] ebenfalls 
nirgends negativ ausfallt und bei wachsendem Argument 4 niemals ab- 
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nimmt, ferner, da8 der Differenzenquotient dieser Funktion d. h. der Aus- 
druck 

[+ (0) — few) 

A— 

wiederum nirgends negativ wird, und, wenn eines der Argumente /, u 
fest bleibt, wihrend das andere wachst, niemals abnimmt. Wegen (12) 
folgt fiir jenen Differenzenquotienten die Ungleichung 
(19) "O—- <@ 2). 
Innerhalb eines Intervalles, das keinen Verdichtungswert der Form & 
enthilt, wird [%(4)] eime lineare Funktion von 4. AuBerhalb J ist auf 
der negativen Seite [x(A)] identisch Null, auf der positiven Seite gleich 
Al(a, 2)) + C(@). 

Wir denken uns nun in der Form x(A) das erste spezielle Wert- 
system eingesetzt und bezeichnen die so entstehende Funktion von 4 mit 
#(4),. Nach den obigen Ausfiihrungen wird, wenn wir / festhalten und 
uw einen 4 iibersteigenden Wert beilegen, der Differenzenquotient von x(2),, 
sobald w gegen 4 hin abnimmt, gewif nicht wachsen und mithin, wenn 
uw nach A fallt, einem Grenzwert zustreben, d. h. «(A), besitzt gewif ftir 
jedes 4 einen vorderen Differentialquotienten; wir bezeichnen denselben 
mit £+)(2),. In derselben Weise wird gezeigt, daB «(A), fiir jedes 2 einen 
hinteren Differentialquotienten besitzt; wir bezeichnen denselben mit f~(2),. 

Aus den obengenannten Tatsachen iiber die Differenzenquotienten 
von (4), folgt zugleich, daB sowohl f+)(d),, wie f(A), Funktionen von 4 
sind, die nirgends negativ ausfallen, mit wachsendem Segue 4 nicht 
Seiad und tiberdies stets den Teeiechancen 


(OQ), IY (w), fir 4<u, 


2 
(20) (a), <fO(@), fir A<a 


geniigen. 

Da ferner wegen (13) die Differentialquotienten f)(2),, f-)(4), den 
Wert 1 nicht tiberschreiten kénnen, so gilt dasselbe um so mehr fiir die 
Differenz vom vorderen und hinteren Differentialquotienten an der nam- 
lichen Stelle 4, und wir erseheri hieraus, daB, wenn m irgendeine ganze 
Zahl bedeutet, héchstens m Stellen 4 vorhanden sind, fiir welche 


£9 (2), 10), SF 


gilt, Wegen dieser Tatsache ist die Menge derjenigen Werte 1, fiir welche 
vorderer und hinterer Differentialquotient voneinander vomehisien aus-, 
fallen, notwendig abzahlbar. 

Nunmehr denken wir uns in x(2) das zweite spezielle Wertsystem 
eingesetzt, verfahren mit der so entstehenden Funktion ~(2),, wie vorhin 
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mit (4), geschehen ist, und suchen diejenige Menge von Stellen 4, fiir 
welche der vordere und hintere Differentialquotient voneinander ver- 
schieden ausfallen. Die Menge dieser Stellen 2 ist gewif wiederum ab- 
zahlbar. Mit Benutzung des dritten speziellen Wertsystems erhalten wir 
entsprechend eine abzaihlbare Menge von Stellen 2 usf. Die Gesamtheit 
aller solchen Stellen ist wiederum abzihlbar; sie mégen die Eigenwerte 
der Form K heifen und mit 2,, 4, ... bezeichnet werden. Die Stellen 
jy, 49, .-- und ihre Verdichtungsstellen sind gewif Verdichtungswerte 
der Form K, da ja x(4),, *(4),, .-. auBerhalb der Verdichtungswerte 
lineare Funktionen von 2 sind und folglich die vorderen und hinteren 
Differentialquotienten daselbst einander gleich ausfallen. Die Gesamtheit 
der Stellen 4,, 4%, ... werde das Punktspektrum oder das diskon- 
tinuierliche Spektrum der Form K genannt. 

Da die Koeffizienten einer quadratischen Form sich linear aus den 
Werten zusammensetzen lassen, die die quadratische Form fiir die Reihe 
der speziellen Wertsysteme der Variabeln annimmt, so schlieBen wir, daB 
die simtlichen Koeffizienten x,, der Form x(A) ebenfalls sowohl vordere 
wie hintere Differentialquotienten besitzen, und da dieselben fiir jede 
Stelle mit Ausnahme der Stellen 4,, 4,,... eimander gleich sind; die 
vorderen und hinteren Differentialquotienten von x,, mégen mit ff) baw. 
f>) bezeichnet werden. [itr jede von 4,, 4,, .-- verschiedene Stelle 4 
stimmen diese beiden Differentialquotienten miteinander tberein; wir 
setzen daselbst 

Lo , ad Le 
die quadratischen Formen mit den Koeffizienten fF), f[7 mégen mit fH (A) 
baw. f(A) bezeichnet werden. Fiir jede von 4,, 4,, .-- verschiedene 
Stelle setzen wir 
£(4) = FH (a) = f(A). 

Wir bilden nun allgemein fiir die Stelle 2, die Differenz fy — fo 
und nehmen diese Differenz als Koeffizient von %,%,; die so entstehende 
quadratische Form mit unendlich vielen Variabeln, deren Koeffizienten 
jedenfalls nicht samtlich verschwinden, werde die zum Evxgenwert i, 
gehorige quadratische Eigenform von K genannt und mit LH, be- 
zeichnet. Offenbar ist fiir jeden Eigenwert 4, 


Cahors fet (45) = a: 
und da auch zu (20) analog 

(O(a) < #9) fir AS, 
fH(a) < fO(w) fir A<u 


gelten muB, so fallt gewib 
(23) HO 


(22) 
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aus. Andererseits folgt aus (19), wenn wir fiir w einen / tibersteigenden 
Wert wihlen und diesen gegen 4 konvergieren lassen, 
(24) {(4) <@, «). 

Wir betrachten nunmehr irgend m nach zunehmender Grofe ge- 
ordnete EHigenwerte der Form K, etwa 


pete OS 
und die diesen zugehérigen HKigenformen 
Byer tr ep 
Wegen (21) haben wir 
(25) AS Ce) Ne SSM Stet ha, 2.22, 1) 


und wegen (22) . 
f-(A,,) ania (A,) = 0, 

(26) SUA Vi Chie See ee eo 
Sal Cid ee Gu) Veena Ye zai 
Die Addition von (25) und (26) ergibt 
(27) tH, )—1@,,) 2B, +--+ B,,.» 
und diese Ungleichung lehrt, da [f(A)] nirgends negativ ist, wegen (24) 
die weitere Ungleichung 
(28) Ey peat al Dy ae ( oa 

Aus (23) und (28) erkennen wir, daS die tiber alle Indizes p er- 
streckte Summe 2[E,| konvergiert, und zwar gegen eine quadratische Form 
der m Variabeln z,,..., %,, die <a,?+---+ 4,7 ausfallt, d. hb. es ist 


ah, (a, "). 
Pp 


Wir definieren jetzt folgende Formen der unendlich vielen Variabeln 


Hy, Hz, ++ 
e(4) = S#,, 
apa 


(A) = — hy); 
Cy<4) 


wo die Summen rechter Hand iiber alle diejenigen Indizes p za erstrecken 
sind, fiir die 2,<4 ausfallt. Die Koeffizienten von 7(d) sind stetige 
Funktionen von 4. Die Abschnitte [e(2)], [7(4)] dieser Formen sind 
Funktionen von 2, die, wie sich ohne Schwierigkeit mit Benutzung von 


(23) und der Konvergenz von > (E,| ergibt, folgende Higenschaften 
(P) 


besitzen: 
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[e(4)] ist nirgends negativ und nimmt mit wachsendem 4 niemals 
ab; auBerhalb J ist [e(4)] auf der negativen Seite Null, auf der positiven 
gleich = [E,|- 

(P) 
[e(2)] ist an allen Stellen stetig, die nicht Kigenwerte sind; fiir den 


Higenwert 4, besitat [e(A)] einen endlichen Sprung, und zwar ist bei 
positivem gegen Null abnehmendem vt: 


Ley — t) = e(A,), 
Let, +17) =e(,) + &,. 


[7(4)] hat sowohl einen vorderen, wie einen hinteren Differential- 
quotienten; diese stimmen an allen Stellen, die nicht Higenwerte sind, 
miteinander iiberein und haben den Wert [e(A)]; fiir den Higenwert 4, 
ist der hintere Differentialquotient [e(4,)], der vordere [e(A,)] + [L,], so 
daB der Uberschu8 des vorderen Differentialquotienten tiber den hinteren 
[E,] betrigt. 

Aus (27) folgt, wenn V,Aa">2 keine Higenwerte sind: 


f(a") 10) > SE, 
Wap <4") 


She een) 


(Ai < Ap <4) 


nun ist 


und folglich auch 
(29) f(A") — f(4’) = e(a”) — e(a’). 


Ist eine der GréBen 1’, 2” ein Higenwert, baw. sind beide Higen- 
werte von K, so folgt ebenso statt (29) eine entsprechende Ungleichung. 
Setzen wir nun 

o(A) a u(A) =D nA), 

so besitzt mit Riicksicht auf (21) die Funktion [9 (2)] vordere und hintere 
Differentialquotienten, die fiir jede Stelle 4 miteinander tibereinstimmen, 
und dieser Differentialquotient ist iiberdies, wie aus (29) bzw. aus der 
entsprechenden Ungleichung folgt, eine mit wachsendem Argument nicht 
abnehmende Funktion von 4; daher stellt dieser Differentialquotient eine 
Funktion dar, die in 4 stetig ist. Setzen wir also 

(30) o(1) = S6,,0,2,— 2 = f(a) — e(4), 


vie 2 dh 
so ist jeder Abschnitt der Form o(2) eine stetige, nicht negative, mit 
wachsendem 4 nicht abnehmende Funktion von 4. Die Form o6(4) der 
unendlich vielen Variabeln, deren Koeffizienten o,,, stetige Funktionen von 4 
sind, heiBe die Spektralform von ie 


ne Kap. XI. Theorie der orthogonalen Transformation. 


Wegen (24) gilt die Ungleichung 
(31) 6(1) + e(d) < (a, 2). 

Die Formen f(4), e(4), o(2) werden fiir alle auSerhalb auf der nega- 
tiven Seite von J liegenden Werte 2 identisch gleich Null; auf der positiven 


Seite gehen sie in yon 2 unabhingige Formen iiber, die wir bzw. mit 


E(-+ co), e(+ oo), 6(+ 00) bezeichnen wollen. Wegen (30) haben wir 


(32) 6(+ co) = f(+ oo) — e(4+ ov). 
Da [x(A)] rechts von J in A[[zx, x)] + C(x) tibergeht, so haben wir 
(38) t+ 00) = (x, 2) 


und, wie friiher bemerkt ist, 


e(+ oo) ~S,. 
P 


Wir wihlen jetzt solche reelle Werte 7 aus, in deren beliebiger 
Nahe noch Punkte 2’ existieren, fiir die nicht identisch in allen Variabeln 
LOGE Sy co 

6(1) = o(2’) 

ausfillt. Die Menge s aller solchen Punkte 4 ist perfekt (abgeschlossen 
und in sich dicht); sie heiBe das Streckenspektrum oder das kontinuier- 
liche Spektrum der Form K. Auferhalb der Verdichtungswerte von K 
sind die Koeffizienten von x(A) samtlich linear in 2, diejenigen von e() 
konstant, und folglich werden auch die Koeffizienten von 6(A) konstant, 
d. h. das Streckenspektrum liegt gewi8 innerhalb der Verdichtungswerte 
der Form K. Das Punktspektrum nebst den Haufungsstellen der Higen- 
werte und das Streckenspektrum zusammengenommen heiBe das Spektrum 
der Form K. 


Setzen wir nun 
a(+ 00) = fde(a) ~ fasta), 
so erhalten wir aus (32), (33) i : 
(x, %) = e(+ oo) + fdo(a) 
oder i 


(34) (a, x) = sk, + fdo(a), 
P (s) 


wo die Summe iiber alle p zu erstrecken ist. 


Wir kehren nunmehr zu der quadratischen Form K,, mit endlicher 
Variabelnzahl n zuriick. Bedeutet 2 eine komplexe oder eine von simt- 
lichen Eigenwerten 4,” der Form K, verschiedene reelle GréBe, so er- 
halten wir aus der Definition (11) der Funktion x”) sofort die Gleichung 
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+0 +o 
pW) ton? | wae” 1 (Lp (a))* 
J aS ae GP» [Gay en 3 oer 
—© Ap® 
die Integration ist hier reell von w = — oo bis w= + oo, im Falle eines 


reellen A jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes 4 in der komplexen 
w-Ebene auszufiihren, wobei man beachte, daB x,” (u) in der Umgebung 
des Punktes 4 als lineare Funktion auch fiir komplexe w definiert ist. 
Durch Summation tiber p=1,..., m finden wir 

+0 


; xu) 1 [Lx ™C@)® 7 
(35) Gaon? ~41{Srer LEU Peg aa 


wobei die Integration wie vorhin auszufiihren ist. Andererseits ist, wie 
aus (3) und (5) folgt, 
i 
K,, (4, 2) aS. (a, Ln bal (1, (x)? 4 fen Tie Bl (L,™ (#))? ; 


(36) ih Fix 1, —4 l 1,7) —4 


Wenn wir in (35), (36) fiir ~ die besonderen Zahlen m,, m,,... 
einsetzen und auf beiden Seiten einen bestimmten Abschnitt nehmen, ferner 
unter 2 irgendeine komplexe GréBe oder eine solche reelle GréBe ver- 
stehen, die nicht zum Spektrum der Form K gehért, so erhalten wir 
wegen (18) durch Grenziibergang die Formel 


+a 
[Km, (A, x)| a= [(a, X)nuy | pete [* () | 
L i 5 cp Ca 


(37) 


die Integration ist hier wiederum reell von « = — oo bis w= +o, im 
Falle eines reellen 4 jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes 4 in der 
komplexen w-Hbene auszutiihren, wobei man beachte, daB x(u) in der 
Umgebung des Punktes 4 als lineare Funktion auch fir komplexe uw de- 
finiert ist. Infolgedessen stellt das Integral rechter Hand eine Funktion 
yon A dar, die fiir alle komplexen und fiir die nicht zum Spektrum von 
K gehérigen reellen 2 regular analytischen Charakter in bezug auf 4 
besitzt. 
Wir setzen 


+ 0 
(38) K(A, #) = (a, #) +24 ap oe 


und nennen diesen Ausdruck die Resolvente der Form K; jeder Ko- 
effizient oder Abschnitt derselben ist ebenfalls fiir alle komplexen und 
fiir die nicht zum Spektrum von K gehérigen endlichen reellen Werte 
yon A regulir analytisch, und man sieht auch, da derselbe fiir 1 = oo 


h=o 


regular analytisch ist. 
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Die oben gefundene Gleichung (37) geht tiber in 
LK, (A, @) = K(A, 2). 


Aus der Definition der Form m4) entnehmen wir die Gleichung 


j (w) iy Sep IH 
ef yia rN = Siem aa 


(p) 


wobei unter 4 irgendeine Sere GréBe oder eine solche reelle GroBe 
zu verstehen ist, die nicht zum Spektrum der Form K gehért, und die 
Integration nach w im Falle eines reellen 2 mit kurzer Umgehung des 
Punktes 4 in der komplexen w-Ebene ausgefiihrt werden soll. 


Wegen 
o(4) = x(2) — y(A), 
dg (a) 
6(4) = ery , 
erhalten wir durch wiederholte Produktintegration und Einfiihrung einer 


naturgemaBen Erweiterung des Integralbegriffes 
+ + 0 + + c 


2 (w) n(u) " e(a) ee 6 (u) fo. do(w 
Lotte Seta (1 eG ae =F 


= FD == —o — co (s) 


Aus (38), (39) ergibt sich 
(40) | KG ae ana: 
(s) 


oe aS) 
(Oe pee if ee 
Ap ‘ Wu 
Diese Formel ist das gesuchte Analogon zu der Partial- 
_bruchdarstellung (8) der Resolvente K,(4,7) der Form K, mit 
der endlichen Variabelunzahl n. 
Wir fassen die gefundenen Resultate in folgender Weise zusammen: 
Satz 31: Die Resolvente einer quadratischen Form K, fiir welche 
A= co nicht Verdichtungswert ist, ist eine quadratische Form mit unendlich 
vielen Variabeln K (4,0) = SK,(2), 5, 


deren Koeffizienten fiir alle auBerhalb “hs Spektrums der Form K gelegenen 
Argumente 2 reguldr analytische Funktionen dieses Argumentes sind. 


Ist m,, M,,... eme gewisse Reche ins Unendliche zunehmender ganzer 
Zahlen, so gilt fiir jeden Abschnitt der Resolvente die Gleichung 
(41) JL Kin, (A, @) = K(A, x), 


wo Kn, die Resolvente der Form Km, bedeutet. 
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Die Resolvente K gestattet folgende Darstellung (fiir jeden Abschnitt) 

(42) K (A, 2) =p ip do(u) , 
‘ fie (3) 


2) a : Neo NeE! 
lu 


dabei ist die Swmme tiber das gesamte Punktspektrum von K, d. h. tiber 
alle Eigenwerte von K zu erstrecken; EZ, bezeichnet allgemein die zu i, 
gehérige quadratische Eigenform; sie ist eine Form, deren Abschnitte fur 
keinen Wert der Variabeln x,, %,... negativ sind. Das Integral ist tiber 
das Streckenspektrum von K su erstrecken. Die Spektralform o(A) ist eine 
Form, deren Koeffizienten stetige Funktionen in 1, und deren Abschnitte 
bei wachsendem Argument 2 innerhalb des Streckenspektrums s — von be- 
sonderen Werten der 2,, % ... abgesehen — wachsende Funktionen von 4, 
in jedem aupBerhalb s gelegenen Intervalle aber sdmtlich konstant sind. 
Endlich gilt die Gleichung (fiir jeden Abschnitt) 


(43) (x, ©) = at, ee 


Wenn die simtlichen Abschnitte einer quadratischen oder einer bi- 
linearen Form mit unendlich vielen Variabeln 21, %2,.--, Ys) Ye) --- absolut 
genommen unterhalb einer von der Wahl des Abschnittes unabhangigen 
endlichen Grenze liegen, sobald man die Variabeln den Bedingungen 
(44) (#,2)<S1, &WSI 
unterwirft, so heiBe die quadratische bzw. bilineare Form eine beschrankte 
Form. 

Die zu einer beschrankten quadratischen Form gehérige bilineare 
Form ist ebenfalls eine beschrankte Form. , 

Beispielsweise sind wegen (23) und (28) die Higenformen L, stets 
beschriinkte Formen, und da nach (31) die Ungleichung 

o(4) + e(4) S(, 2) 

gilt, so sind auch die Spektralformen o(4), ebenso wie die Formen £(/) 
und e(4) beschriankte Formen. Endlich ist, wenn 1 einen auSerhalb des 
Spektrums von A(#) liegenden Wert bedeutet, die Resolvente K(4, 2), 
und zwar sowohl der Summen- wie der Integralbestandteil von K(A, 2) 
fir sich, eine beschrinkte Form. 

Ein wichtiges spezielles Beipiel einer beschrinkten quadratischen 


/ Lp H¢ 
Form ist > pit 
p+ ) 
1) Die von mir gegebene und zuerst von H. Wey! (Inauguraldissertation, Gottingen 


1908, S. 83) publizierte Beweisidee hierfér ist kurz folgende: Es gibt identisch in 


Hy, Lay ee 5 Yrs Yar es: 
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Die Begriffe ,, Abschnitt“ und ,,beschrinkt“ kénnen offenbar in gleichem 
Sinne auch fiir /ineare Formen mit unendlich vielen Variabeln angewandt 
werden. Hine lineare Form 


L(#) =1,%, +1,% +:--- 


ist dann und nur dann eine beschrinkte Form, wenn die Summe der 
Quadrate ihrer Koeffizienten 


PES plea 

endlich bleibt. ease 

Die Richtigkeit hiervon erkennt man leicht mit Hilfe der beiden 
folgenden Tatsachen: 

I. Wenn w,, u,,... und %, %,... irgendwelche GréBen sind, so 
gilt stets die Ungleichung 

(uw, v)? Su, w)(, 2). 

Il. Wenn w,, u,,... irgendwelche Gréfen sind, ferner M eine end- 
liche positive Zahl bedeutet und iiberdies fiir alle der Bedingung (44) 
gentigenden Werte w,, 2,... die Ungleichung 


(1,2) <M 
(u,.w) << M*. 


Fortan ziehen wir durchweg nur solche Wertsysteme der 
unendlich vielen Variabeln 4, %,,...4,, Y,... u.s-f. in Betracht, 
die der Bedingung (44) geniigen. Ist a,, a,... ein solches Wert- 
system, so existiert, wenn L(x) eine beschrinkte lineare Form ist, gewi 
der Limes des ten Abschnittes [L(a)], derselben fiir » = oo; wir setzen 


L(a) eS IEGWE (@)I,5 


stattfindet, so ist stets 


somit haben wir erkannt, daB eine beschrankte Linearform der unendlich 
vielen Variabeln z,, %,... fiir alle in Betracht kommenden Wertsysteme 


+ 7 


> io aaa ar \— {+ | — w, si t cos t in 2¢ — 2 =. 
Lp yg erica apes me | en 8m +y, cost+ a, sin Yo COS 2¢ di 
—2 


(p, g=1, 2,...%) 


wobei fiir p= q anstatt 


- e 5 linker Hand 0 zu nehmen ist. Die rechte Seite dieser 


Identitat ergibt sich, indem wir unter dem Integral t vor der Klammer durch =z er- 
setzen, durch kurze Rechnung kleiner als x(7,*+ x,?+ +--+ a,?+y,?+ y,?+--+y,%, 
d. h. kleiner als 2a. Setzen wir x» = yp,, so erhalten wir daher unmittelbar 
| Up XG | 
oa ha) 


G50 so) 
Andere Beweise sowie Erweiterungen dieses Satzes sind gegeben worden von F. Wiener 
(Math. Ann. Bd. 68, S. 361), J. Schur (Journ. f. Math. Bd. 140, S. 16), O. Toeplitz 
(Gott. Nachr. 1916, S. 489). 


echt 
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dieser Variabeln einen bestimmten endlichen Wert annimmt und demnach 
eine Funktion der unendlich vielen Variabeln 2,, 7,,... darstellt. 

Es heiBe allgemein eine Funktion F(a,, 2,,...) der unendlich vielen 
Variabeln w,,%,,... an der Stelle a,,a,,... stetig, wenn der Wert von 
F(a, + &, a + &,---) gegen den Wert von F'(a,, a,...) konvergiert, 

‘sobald die Summe der Quadrate der GréBen ¢,, &,... nach Null abnimmt, 
d. h. wenn 


L F(a, + &) Ms + &,...) = F(a, a, ---) 
, (8:2 + &o2 ++++ = 0) 
wird. 
Wir sehen sofort, daB die beschrinkte Linearform L(x) eine stetige 
Funktion der unendlich vielen Variabeln darstellt. 
Die entsprechenden Siatze gelten auch fiir eine beschrdnkte Bilinear- 


form. Um dies zu erkennen, bezeichnen wir mit A(a, y) eine beschrankte 


Bilinearform und mit a,, a,... und b,, b,,... besondere Wertsysteme 
der unendlich vielen Variabeln, sodann setzen wir 
4 My, -- +) H = Ay) Tris = 9, Tnig = 9,. 
de ee ed , ns , An+2 , Gm , , nes 
1 =9;..., a= 0, rata oe Nt2 Gg? ge aa Bi ie ne fa 
nm nm n 


h = 5,---, Yn = Yn; Yn = 9%, Uoregrm Oy ot 
b b 5 

ene eae f BSE pl (ais t ae EE BH Hane tee een T ON f pes y we 

p= 0,...5 Yn = 9%, Y nti ~B ? Yns2~ B Wt ge 270) Ym = B » V mir = 9, Wma =9,--- 
nm nm nm 


at 2 2 os aes 2 Cras rie 72 
t= VF, et +o, Be Oe Ae coe eigen 


worin » und m > irgendwelche ganze Zahlen bedeuten. Nun ist, wenn 
wir mit [A], [A], die betreffenden Abschnitte von A bezeichnen, 


m? 
[A(a, bY hn eS A(x a On my y oF Bue); 
a A(z, y) =n Oy, Ad, y) a Bam Ae y') 0 CnaPae A y'), 
a [A (4, b) I, Eh ear; y) + Bem Ale, y’) i CnmBnmA(#; y’). 


Da A(a’,y), A(z, y'), A(w’,y’) absolut unterhalb einer von », m unab- 
hingigen Grenze bleiben und iiberdies o,,,, Bram mit wachsenden n, m 
yerschwinden, so folgt, daB [A(a,b)|, mit wachsendem m gegen einen 
Grenzwert konvergieren muB; derselbe werde kurz mit A(q, b) bezeichnet. 
In analoger Weise folgt, daB die durch A(z, y) dargestellte Funktion der 
unendlich vielen Variabeln a, %,... und y,, Y2,.-. stetig ist. 

Insbesondere schlieBen wir, daB auch eine beschrankte, quadratische 
Form unendlich vieler Veranderlichen z,, %,... stets eine stetige Funktion 
derselben darstellt. 

Wir entnehmen aus den eben bewiesenen Satzen noch folgende Tat- 
sache: Wenn auf beiden Seiten einer Formel eine endliche Anzahl 


128 Kap. XI. Theorie der orthogonalen Transformation. 


quadratischer oder bilinearer beschrainkter Formen von unendlich vielen 
Variabeln steht und die durch die Formel dargestellte Gleichung oder 
Ungleichung fiir alle Abschnitte beider Seiten giiltig ist, so ist sie tiber- 
haupt fiir alle Wertsysteme der unendlich vielen Variabeln giiltig — wobei 
stets nur solche Wertsysteme dieser Variabeln gemeint sind, die den Be- 
dingungen (44) geniigen. 

Wenn wir in der beschrinkten Bilinearform <A(a, y) die Variabeln 


Yi) Yo,--- Samtlich Null setzen mit alleiniger Ausnahme der einen Varia- 
beln y,, der wir den Wert 1 erteilen, so entsteht eine beschrankte Linear- 
form der Variabeln %,, %,...; dieselbe werde mit Oe ”) bezeichnet. 
Pp 
Da A(a, y) beschrinkt ist, so folgt auch, daB fiir » > m 
lA, Wn OA, In 
Y, Ou, nae oes 


absolut unter einer endlichen, von » und m unabhangigen Grenze liegt, 
und mit Riicksicht auf die oben angefiihrte Tatsache II hegt mithin auch 
AAG InP. 4 (ALARM 
( OY, i + ( OYm ) 


unterhalb einer von » tnd m unabhingigen Grenze. Nehmen wir nun 


zuerst 2 = oo und dann m = ow, so erkennen wir, da die Quadratsumme 
OA@,y)\? | (CAR Y\? 
( oO" jan 0 Ys ee 
gegen eine endliche Gréfe konvergiert. Ist nun B(a, y) ebenfalls eine 
beschriinkte Bilinearform, so bleibt auch die Quadratsumme 


ee Dy ee m"+ el 


On, Que, 


unterhalb einer endlichen Grenze, und folglich muB mit Riicksicht auf die 
oben angefiihrte Tatsache I auch die unendliche Reihe 
CA(a,y) 0B(x C A(x, y) OB(x, y) 


1Y) ; 
On om, OM an, 7 
absolut konvergieren; dieselbe stellt dann notwendig wiederum eine Bi- 
linearform der Variabeln 2,, #,,..., Y,, Yo,--- dar, die wir analog wie 


oben bei endlichen Formen mit 
A(a, ) Bl, 9) 
bezeichnen und die F'altung der Bilinearformen A, B nennen. 
Die Faltung ist gewiB eine beschrinkte Bilinearform, und zwar er- 
kennen wir mit Riicksicht auf die oben angeftihrten Tatsachen I und JI 
aus der vorangehenden Betrachtung die Richtigkeit des folgenden Satzes: 


Hilfssatz 2. Wenn M, N zwei positive Konstanten bedeuten, so dab 
fir alle:-7,, @y, ound) pone 
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Aww) |SM, |Bay)|<N 
ausfallt, so gentigt die Faltung notwendig der Ungleichung 
| A(a, )B.,y) | < MLN. 
Zugleich stellen wir folgende Hilfssitze auf, deren Richtigkeit un- 
mittelbar einleuchtet. 


Hilfssatz 3. Fiiry jeden Abschnitt der Faltung zweier beschrankter 
Bilinearformen A, B gilt 
[A(a, )B¢. ? Win > L [A, (4, Ba SY) hws 


wo rechts unter dem Limes der mte Abschnitt der Faltung der nten Ab- 
schnitte von A, B steht. Der Wert der Faltung ist demnach: 


A@, JBC, y= LL [4,@,) BCs) n- 
Hs folgt daraus faaleeandc 
A(#;)(,y) = A(@,y), 
d. h. jede Bilmearform reproduziert sich durch Faltung mit (a, y); wir 
kénnen daher auch den Wert der Bilinearform darstellen als: 
0A 0A 
A(@,9) =, 5 aie as aan a oe + a, A em 
Fiilfssatz 4. Wenn A, B, C,... beschrinkte Bilinearformen sind und 
mit denselben wiederholt der ProzeB der Faltung ausgefiihrt wird, so ist 
das Resultat von der Reihenfolge der einzelnen Faltungen unabhingig ; 


es ist beispielsweise 


(A@, )B,))C(.,4) = A(a,.)(BO, 06,9). 


Wir entwickeln nunmehr die einfachsten Begriffe und Tatsachen iiber 
orthogonale Transformationen unendlich vieler Variabler. 


Bedeuten ; 
Ong (p,¢g=1,2,...) 
irgendwelche unendlich viele, den Relationen 
Orgad 
CURE ae arat is 
, pr %Gr = 9 (p + 4) 
r=1,2,... 
und 
aot 1 
@=13,.-) - ; 
=, jor Ora a (p ae q) 


geniigende Konstanten, so definieren die Formeln 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 9 
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vA / 

(45) Ly = 04%, + 49% eo t-:-, 
, if 

Le = Og, L + Og %g t-°', 


und 
v 
Ly = 04, %, + On %y + °°, 


Bier = Ore eg Blake os sete 


je eine orthogonale Transformation; die letztere Transformation ist die 
Umkehrung der ersteren. Die Mnedeetie rechter Hand sind beschrankte 
Linearformen der unendlich vielen Variabeln 7,’, 7,',... bzw. %,, %,-- 


Die Bilinearform 
Ost =e Op ney, 
heiBe die zur orthogonalen Transformation (45) zugehérige Bilinearform; 
dieselbe ist, wie man leicht aus der oben angefiihrten Tatsache I erkennt, 
gewiB eine beschrinkte Form. Es gelten nach Hilfssatz 3, die Formeln 
(46) Ol. ,%) O(.,Y) Re (a, y), O(., 2) 00,¥) = (2, y); 


insbesondere wird: 
(p21 ni One's +---=(a, a), 
So. + 03 5%_ + P= (4, a). 


Wenn wir ne irgendeine beschrinkte Linearform L(«) die ortho- 
gonale Transformation (45) anwenden, so entsteht die Linearform 
L'(a’) = L() 06,2"); 
mithin entsteht, wenn wir beide Variabelnreihen irgendeiner beschrankten 
Bilinearform A(z, y) jener Transformation unterwerfen, die Bilinearform 
A'(a', ¥) = Al.,-) 0,2) 06,9). 
Sind A(z, y), B(a, y) irgend zwei beschrankte Bilinearformen, setzen 
wir ferner ; 
Ca, y) a A(a, )BE »Y) 
und berechnen die orthogonal transformierten Formen 
A'(a’, y') = AC, .)06,#) 06), 
B(x, y’) ate Blo, x) 960, #7) Oa); 
C (x, y) = C(.,.)O0,”)O0,y), 
so finden wir als Faltung der transformierten Formen 
A’ (x, ) Bo, y) ns Al. ’ -) Ol, «) O(., ) BL, ) Ox, o) 0, y) 
und mit Benutzung des Hilfssatzes 3 und 4 und der Formel (46) 
A’ (a, 0) BY(o,y) = A(-,0) Blo yx) OC”) OG, ¥) = Cl, 2) OC, #) Ory) 
und mithin 


(47) A'(a,.) By) = O'@ 9) 
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d.h. die Faltung zweier Bilinearformen ist eine Kovariante gegentiber 
einer orthogonalen Transformation. 

Wenn die Summe der Koeffizienten von ZY, einer Bilinearform 
A(a, y) konvergiert, so bezeichnen wir diese Summe allgemein wie bei end- 
lichen Formen mit A(.,.). 

Wir erwahnen hier noch folgende ebenfalls leicht zu beweisende 
Tatsache: 

Hilfssatz 5. Wenn 


K(a) = = Foa® Dp Xa 


(P,9 = 1, 2)6 

eine quadratische Form von solcher ree ist, daB 

K(.,.)KO,.) = > on 

(p,q = 1,2,. 

gegen einen endlichen Grenzwert See so stellt derselbe eine In- 
variante gegentiber einer orthogonalen Transformation von K(x) dar; 
d. h. jener Grenzwert stimmt mit 

He (. ? JK ) :) oa Za ape 


‘e x ‘ (@,q9 =1, 2,..-) 
tiberein, wobel 


die durch orthogonale Transformation aus K(x) hervorgehende quadratische 
Form bedeutet. 


Wir kehren nunmehr zu der oben entwickelten Theorie der quadra- 
tischen Form K(x) zuriick und nehmen an, daB diese quadratische 
Form K(z) eine beschrankte Form sei. 

Bedeutet wiederum 

K,(@) = [K(@)], 


den nten Abschnitt von K (x), so ist der gréBte Wert, den K, (x) absolut 


genommen annimmt, gleich souk wenn A, den absolut kleinsten der 
| 

n Higenwerte von K,(”) bezeichnet. Da K(a) eine beschrinkte Form 

sein soll, so gibt es eine positive Konstante MW, so daB fiir alle Werte n 


und jedes Variabelnsystem 


|K,@)|< u 
ausfallt, und mithin gilt auch 
1 
zm |S 
oder 
1 
AOS a> 


d. h. die absoluten Betrige der Higenwerte von K,(z) bleiben samtlich 


oberhalb einer von Null verschiedenen positiven Gréfe, und es gehért 
9* 
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somit 2=0 gewiB nicht zum Spektrum von K(x). Nehmen wir um- 
gekehrt von einer quadratischen Form K(a) an, daB 4 = 0 nicht zu ihrem 
Spektrum gehdre, so miissen simtliche Higenwerte 1, ihrer Abschnitte 
K,(a) von einem gewissen an absolut genommen oberhalb einer von 
Null verschiedenen positiven Grenze m bleiben, und hieraus wiederum 


folgt, daB die Maxima der absolut genommenen Abschnitte K, (2) 


1 
unterhalb der Grenze = bleiben miissen, d. h. die Form K(x) ist not- 


wendig eine beschrinkte. ; 

Die soeben gemachte und im folgenden stets beibehaltene Annahme, 
daB K(a) eine beschrinkte Form sei, ist also damit vollig aquivalent, 
daB 4 = 0 nicht zum Spektrum von K(x) gehére, wahrend die absoluten 
Betriige der Higenwerte von A(x) sehr wohl iiber alle Grenzen wachsen 
diirfen. 

“ Wir bestimmen nun eine GréBe « so klein, daf auch 2=« nicht 
dem Spektrum von K(x) angehért. Da dann die Nullstellen der Diskrimi- 
nanten der Abschnitte von 

(x, 2) — 2K (a) 


sich an der Stelle 4=« nicht haufen, so werden diejenigen der Ab- 


schnitte von (x, 2) — 1 {(a, x) — «K(x)} 


absolut genommen nicht tiber alle Grenzen wachsen, d. h. die quadratische 


K*(a) = (a, «) — «K(a) 

hat 2= oo nicht zum Verdichtungswert; diese ist zugleich auch be- 
schrinkt. Bezeichnen wir mit K,(4;,y) die Resolvente von K,(a#) und 
mit K* (4; @,y) diejenige von A*,(#), so finden wir unmittelbar aus der 
Definition der Resolvente die Gleichung: 


1 A 
(48) K,(4; #4) = 1 Nee (as L, y) . 


Form 


a 
Wenden wir nun unseren Satz I auf die Form A*(x) an und be- 
zeichnen die Higenwerte, Higenformen, ferner das Streckenspektrum und 
die Spektralform von K*(a) baw. mit 


x 4 oe ey He: epee 
As Ag’ etch Ly", Hg) 21) S510"; 


so ergibt sich fiir alle auferhalb des Spektrums von A™ liegenden Werte 
von 2* die fiir jeden Abschnitt bestehende Gleichung 


“ ; y E;,* do* (u*) 

96 Ke, a* “) = —#* # a 2 ah Ki 

(49) h=o a ‘ ) (oe Bue spam we 
Ap u* 


und ebenso 
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(0, 2) = SE,* + f do*(A*). 

(p) (s*) 
Setzen wir in (49) 
7h 


hi 
Ch inet Suey Cees tae opietidmats Mage 
a A — ce? Ay Dp 2 “ w— a 
ein, wobei 
r 
bee ae 
ib a 
eet Re 
1 oe ps 
Xp dn 
a 
ee 
1 06 
Ree 
Fat Se 
u uw 


wird, und bezeichnen mit s die Menge der Punkte w, die der Menge s* 
der Punkte u* entspricht, so ergibt sich mit Riicksicht auf (48) die ftir 
jeden Abschnitt bestehende Gleichung: 


i, d 
L IS (A, «) a ous oA if ae } 
h=o 4 (@3's0) ha ee 1 


dabei sind dann 4, als die Higenwerte, L, — E,* als die zugehérigen 
Higenformen, s als das Streckenspektrum, o(w) = o*(u*) als die Spektral- 
form von K(x) zu bezeichnen, und es ist 4= oo als Higenwert, L,, als 
zugehorige Higenfunktion von A(x) mitzurechnen, falls 2* = 1 Eigenwert 
von K*(#) war. Aus der obigen Formel fiir (a, x) wird 


(60) (a,2)= > fie + f do(A). 
: (p, ©) (s) 


Die beiden letzten Formeln stimmen mit (42), (43) tiberein, wenn 
K(a) nicht 4 = co zum Verdichtungswert hat; in der Tat folgt dann 
aus der Definition von K*(a#), daB 4*—1 nicht Verdichtungswert und 
daher auch nicht Higenwert von K* ist; demnach ist 1 = co gewif nicht 
Higenwert von K(z). 

Bleibt K(a, y) fiir alle Variabeln # absolut unterhalb der endlichen 
Grenze M, so entnehmen wir aus (2) und Hilfssatz 2, daB auch fiir alle m 


Kin (A; x, Y) an (4, Wor aly nae. (a, y) a AK Ky h2, y) -F ae 


r o, (4 )"*1 
a eg Es susie ENCH y) Eh Me IF 


gilt, wo ; 
TDR CN Sir eat 08, atop Sea 
ist. Mit Riicksicht auf Hilfssatz 3 erhalten wir dann, wenn wir fiir 2, y 


solche feste Werte nehmen, die von einem endlichen Index an samtlich 
verschwinden, fiir m =m, in der Grenze h = oo die Formel 
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L Km, (4; a, y) oe (a, y) =i 1K (a, y) = MEK (a, y) a cK: 
(51) hs &,, (1 My" 


und hieraus fiir » = co 
; L Kin, (43 x, y) a (xy) te LK (a, y) ae TRICK y) lee wae 


Die so gewonnene Formel sowie die Tatsache, daB jeder Abschnitt der 
Resolvente auBerhalb des Spektrums regular analytisch in 4 ist, zeigt, 
daf die Resolvente 

KA; 2, y) = L Km, (25 2, 9) 


der Form K(z,y) eindeutig durch K(x) bestimmt ist, und_hieraus 
wiederum folgt, indem wir auf den Beweis fiir die Existenz des Grenz- 


wertes 
be Krny (43 x, y) 


zurtickgreifen, daB auch allgemein der Grenzwert 
LT KA; % y) 


existiert und dem obigen Grenzwert gleich sein mu. Die letzten Formeln 
gelten stets fiir jeden Abschnitt der in Betracht kommenden Formen. 
Aus (51) schlieBen wir, daB die Differenz 

(52) K(Asa,y)— {(@y)+AK (a, y) 4+ VKEK (a, y) +--+ KK... K(a,y)} 
eine Form ist, bei welcher der absolute Betrag jedes Abschnittes fiir 
eae = unterhalb der GréBe 

SEA 

1—|iM| 
bleibt. Durch Faltung jenes Ausdruckes (52) mit K(w,y) ergibt sich 
dann nach Hilfssatz 2, da& der Ausdruck 
K(@,.)K(A;.,9) — {K@y) + AKK(a,y) 

+ VKKK (x,y) +--- +a KKK... K(x, y)} 


absolut genommen im gleichen Sinne die GréBe 


(53) 


nicht tiberschreitet. Setzen wir in (52) die Zahl ~ +1 an Stelle von n 
und subtrahieren dann davon das d-fache des Ausdruckes (53), so ent- 
steht der Ausdruck 


K(A; a) y) v= 1K (a, KA; O°) y) ae (a, Y); 
und dieser Ausdruck bleibt demnach absolut genommen unterhalb der 


Grobe 
2| 1M |"? 


1S. 
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Da nun diese GréBe fiir ~ = co gegen Null konvergiert, so ist damit die 
Giiltigkeit der Gleichung 


(54) K(A; 2, y) — AK(a,.)K(A; .,y) = (a, y) 
fiir || aa und fiir jeden Abschnitt, und einer oben gemachten Be- 
merkung (S. 127) zufolge daher auch fiir beliebige Werte der unendlich 


vielen Variabeln bewiesen. 
Wir sind vorhin wu der Gleichung 


(55) K(A; 2, y= (2, y) + AK (2, y) + VEKK(a, ie aa 
gelangt und haben die Giiltigkeit derselben fiir jeden Abschnitt und fiir 


| 2 | <a erkannt. Aus diesem Umstande wiederum schliefen wir, dab. 
fiir beliebige Werte der Variabeln und |4| < - jeder Abschnitt von 


(56) K(A; x, y) ve { (2, y) a 1K(a, y) ee AG sg K(a, y)} 
absolut kleiner als a 
N+1 

(57) Se 
ausfallt, und daher muf einer oben (S. 127) gemachten Bemerkung zufolge 
auch jener Ausdruck (56) selbst fiir beliebige Werte der unendlich vielen 
Variabeln absolut kleiner oder gleich der GréBe (57) bleiben. Hieraus 
folgt, indem wir » ins Unendliche zunehmen lassen, daB die Gleichung (55) 
fiir beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln x, %,...und y,,Y,-.. 
und fiir |A|< = giiltig ist. 

Die Gleichung 
(58) K(4, x) = S—#- Vie 

(703.60) fe ee 1 
6) ‘ 

ist — ebenso wie (50) — vorhin nur in dem Sinne als giiltig erkannt 
worden, daB man darin auf beiden Seiten die nimlichen Abschnitte ge- 
nommen denkt; wir wollen nun zeigen, daB diese Gleichung fiir beliebige 
Werte der unendlich vielen Variabeln gilt — vorausgesetzt, daB 2 einen 
auBerhalb des Spektrums von K gelegenen Wert bedeutet. 

Es sei a,, d,... ein bestimmtes Wertsystem der unendlich vielen 
Variabeln x,, %,...; dann bezeichne 


E,(@), [E(@) In» [E,(@)\m 
den Wert, den EF, baw. der nte und mte Abschnitt von F,, fiir jenes be- 
stimmte Wertsystem annimmt. Wegen (50) liegt 


= Bh 
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unterhalb der von ” und P unabhangigen endlichen Grenze (a, a); wir 
setzen 


[ZO], = e(% P), 


(p=P+1,P+2,...) 
wo é(n, P) eine GréBe ist, die bei festem 2 fiir P= oo nach Null kon- 
vergiert. Da bei festem, auBerhalb des Spektrums gelegenen 1 die GréBen 


leat 


simtlich eine endliche obere Grenze G haben, so ist, wenn 


ee = 7(n, P) 


(p=P+1,P+2,...) 1 = Re 
p 


s 
gesetzt wird, die GroBe y(n, P) ebenfalls eine solche, die bei festem n 
fiir P= oo nach Null konvergiert. 


Da andererseits 
E,(@), 


vI 
4 iheuk cates 
(p =1,...,P) a 


eine beschrinkte Form ist, und zwar derart, daB die absoluten Betrage 
ihrer Werte simtlich unterhalb der von P unabhiingigen Grenze G bleiben, 
so folgt aus unseren friiheren Betrachtungen (5S. 127), dab 


E E —— , 
eels a Ss cae (QV ai ate, ate 


(p= 1,..,P)b — Toy Oe sees ee 
(m > n) 


wird, worin (G) eine zwischen endlichen von n, m, P unabhingigen 
Grenzen gelegene Grife bedeutet. 


Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich 


E HH g 
Sele =) Eh @VG Te gt +e, + 1(0,P) 


SORES aM sacra) SO ra) aaa ee 
e=T.P)1— Fe © jee as 


und wenn wir hierin zuerst m= oo und zuletzt nm = co werden lassen, 


so erhalten wir 


E® _ V5 LEp@]n | 
= i 
(p=3%,..) 7 Gahan) YS ae 


Andererseits wenden wir die oben (S. 127) zum Beweise der Konver- 
genz von A(a,b) dargelegte SchluBweise auf die Bilinearform 6(A; a, y) 
an. Da mit Riicksicht auf (31) 


: [o(u; a, y)] <1 
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folet und mithin fiir alle Werte von w bei beliebigen 2,, %,... und 
Yi> Yar s+ 
6(u;@,y) <1 

sein muB, so folgt durch jene SchluBweise zugleich in bezug auf alle wu 
die GleichmaBigkeit der Konvergenz von [o(u;2,y)], gegen 6(W; 2, y); 
mithin stellt die Bilinearform o(u; x,y) fiir jedes Wertsystem der un- 
endlich vielen Variabeln 2,,%,... und y,,%,... eine stetige Funktion 
von w dar, und hieraus wiederum folgt 


do(u) dG (u) 
oie 
§ [pe O vin 
Mit den beiden letzteren Limesgleichungen ist unsere Behauptung er- 
wiesen, d. h. die Giiltigkeit der Partialbruchdarstellung von K(d; x) auf 
beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln erweitert. 

Die soeben als allgemeingiiltig erwiesene Partialbruchdarstellung von 
K (A; #) laBt zugleich erkennen, daB der Wert der Resolvente K(A, 7) fiir 
jedes beliebige System der unendlich vielen Variabeln z,,2,,... eine in 
2 auBerhalb des Spektrums regular analytische Funktion ist. 

Setzen wir in K(A;a,y) allgemein an Stelle von w, den Ausdruck 
a y) so entsteht die Faltung: 

K(a, ) Ks); 
und daher stellt auch diese fiir jedes Wertsystem der unendlich vielen 
Variabeln 2,, %,... und y,,%,... eime in 4 auBerhalb des Spektrums 
regular analytische Funktion dar. 

Aus diesen Tatsachen folgern wir die Giiltigkeit der Gleichung (54) 
nicht nur fiir beliebige Wertsysteme der unendlich vielen Variabeln 2, 2, ... 
und y,, Y2)-.-) sondern auch fiir alle auBerhalb des Spektrums hegenden 
Werte von 4. 

Wir fassen die wichtigsten der gewonnenen Resultate, wie folgt, 
zusammen: 

Satz 32. Es sei K(x) eine beschriinkte quadratische Form der un- 
endlich vielen Variabeln x,, %,.... Die Resolvente K(A; x) vom K(x) ist 
eine eindeutig bestimmte quadratische Form eben dieser Variabeln x,, X,..- 


K(/,.%) = Koy (Pty 
P, 4 


deren Koeffizienten K,,(A) fir alle auperhalb des Spektrums von Ix gelegenen 

Werte 2 regulér analytische Funktionen von 1 sind. . 
Die Resolvente K(A; a”) ist, wenn 4 einen auBerhalb des Spektrums von 

K gelegenen Wert bedeutet, eine beschrinkte Form; sie stellt fiir jedes be- 
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liecbige Wertsystem der unendlich vielen Variabeln x,, 2, ... eme analytische 
Funktion von i dar. 
Die Resolvente K(A, x) gestattet fiir beliebige Werte der unendlich vielen 


Variabeln x1, %,... und fiir geniigend kleine Werte von 2 die Potenz- 
rethenentwicklung 
(59) K(A, «) = (a, ©) + AK (2) + VEK(a2) +--., 


und ferner gilt ebenfalls fiir beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln 
und tiberhaupt fiir alle auperhalb des Spektrums von K gelegenen Werte A 
die Partialbruchdarstellung 


(60) Kite So hae aL 


d d 

toed ae 6) aaah re 
Dabei ist die Summe tiber das gesamte Punktspektrum von K, d. h. tiber 
alle Eigenwerte eventuell mit Einschlufs des Eigenwertes co zu erstrecken; 
E,, bezeichnet allgemein die zu a, gehorige quadratische Eigenform; sie ist 
eine beschrainkte Form, die fiir kein Wertsystem der Variabeln x,, Xp, . 
negativ ausfillt. Die Spektralform o(A) ist eine beschriinkte Form der 
unendlich vielen Variabeln x,,%, ..., und zwar stellt sie fiir jedes Wert- 
system derselben in bezug auf i eine Funktion dar, die stetig ist und bei 
wachsendem 2 innerhalb des Streckenspektrums s — von besonderen Werten 
der 1, X,... abgesehen — wachst, in yedem auferhalb s gelegenen Intervalle 
aber konstant bleibt. 


Insbesondere gelten die Gleichungen 


(61) (a, 2) = >)E, + if. do(A), 


(p, ©) (s) 
_ SN (paws 
(62) K() =>) Et aries 
(P) (3) 
Die Resolvente K(A, x) ist mit K(x) durch die Relation 
(63) K(A; #, y) — AK(a, )KA;.,9) = @y) 


verkniipft, die fiir alle auperhalb des Spektrums von K liegenden Werte 
von A giiltig ast. 
Setzen wir 
K(A; &, Y) = 0 + Oy, ++, 
WO ,,... gewisse lineare Funktionen von y,, y,,... mit konvergenter 
Quadratsumme sind, so folgt aus (63) durch Gleichsetzung der Koeffizienten 
VON Zp: 


tg — 8 Signy = Vy (pel 25, eG 


Kap. XI.’ Theorie der orthogonalen Transformation. 139 


d. h. a, @,... lésen diese inhomogenen, aus der quadratischen Form 
(x, x) — AK(x) (wo 4 auerhalb des Spektrums liegt) entspringenden un- 
endlich vielen Gleichungen, wenn y,, y,, ... irgendwelche GréBen mit 
konvergenter Quadratsumme sind; sie sind die einzige BIE mit kon- 
vergenter Quadratsumme. — 

Wir wollen nunmehr das Verhalten der Resolvente K(4, x) fiir einen 
innerhalb des Spektrums von K liegenden Wert von 4 untersuchen. 

Zu dem Zwecke setzen wir 

Ly, 

wo v,v reelle Zahlen bedeuten, und fragen, ob das Produkt 


CeO Pa sera er, 
(p) (s) 


fiir » =O einem Grenzwerte zustrebt. 
Es sei zunichst v eine Verdichtungsstelle der Higenwerte von K(z), 
aber nicht gleich einem Eigenwerte von K(x); dann setzen wir 
i Ee oe Rn 
(p) 
denjenigen unter den Higenwerten 4,, . 


und bezeichnen mit v tay A, 1 GOL 
dem Werte v am nichsten liegt. Nehmen wir nunmehr m so groB, dai 
gerade noch | 


m 


v = (_y Vn é 
ist, so wird 


vy vy 
b= y= Si a 


fir p<m 


ead 
Pe a} 
und fiir p >m gewiB ean 
und daher auch 
EL ve a 
@-) > PaSVGt- +E) + RSV + Ry. 
(p) 
Da nun fiir » —0 notwendig m tiber alle Grenzen wichst und daher R,, 
gegen Null konvergiert, so folgt 


(64) Aaa }=0 


(Pp) 


Die letztere Grenzgleichung gilt gewif auch, wenn v weder Verdichtungs- 

stelle der Higenwerte von K(x) noch selbst gleich eimem Higenwert ist. 

_Aus diesen Tatsachen entnehmen wir andererseits, daB, wenn v dem 
Higenwerte 2, gleich ist, stets notwendig 


E 
(65) ENG) digi} & 
(p) 


ausf allt. 
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Hs sei jetzt v ein Punkt des Streckenspektrums s und w’ eine reelle 
Zahl >v. Nehmen wir alsdann 
vm (vw), 
so erhalten wir durch eine fahnliche Abschatzung des bis w’ erstreckten 
Integrales 


(66) L (wf) 0. 
Mee Clg), 
Ebenso folet auch 
a(v) 
“do (u)) 
(67) iE {(v ’) rea 
Wegen 
Sf EL do(u) 
BO AG ar de 
P, © Ss 
folgt aus (64), (65), (66), (67), daB 
TROLS AKC oO ; 
ey Ew AKO, 2) 
baw. = 4, E, 


ist, je nachdem y keiner der Higenwerte von K(x) ist bzw. dem Higen- 
wert 2, gleich wird. 

Als Ergiinzung hierzu tritt, wenn 

AL — Wy. 

gesetzt wird, die Grenzgleichung 
L K(4. 2) == 0 
OE sia Te 
je nachdem 2 =o kein Eigenwert ist oder als solcher gerechnet werden 
muB. Um dies einzusehen, dienen die analogen Uberlegungen wie vorhin: 
man nehme bei der Untersuchung der Summe m so gro, daB gerade noch 
vy >v,,”, wenn v,, den absolut gréBten der Higenwerte 1,,...2,, bedeutet 
und nehme bei der Untersuchung des-Integrals »’ = w?. 

Bedeutet w irgendeinen auBerhalb das Spektrums von KA liegenden 
Wert, so folgt aus (63) durch Faltung mit K(u; a, y) 


AK(.,.) K(A;.,@) K(us.y) = K(A;., 2) K(u;.,¥) — K(u5a,y). 
Aus dieser Formel und derjenigen, welche aus ihr durch gleichzeitige Ver- 
tauschung von 4; 2%,, %,... mit u; y,, Yo, ... entsteht, finden wir die Formel 


(70) (A — w)K(A; 2, .)K(u; y,.) = AKA; 2, y) — wK(u; &, y). 
Bedenken wir nun, da die Faltung 
K(A; #, .) K(us -y) 


(69) 


7 
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denjenigen Ausdruck bedeutet, der entsteht, wenn wir in K(A; a, y) an 
Stelle der Variabeln y,, y¥,,... bzw. die Werte 


OK(us a", y) AK(us @, y) 
on,” Gut, 


eintragen, so erkennen wir aus (68), daf bei festgehaltenem w und fiir 
A=A,+ iv’ die Limesgleichung 


(71) ae ANK(A; ds JK; -Y) aed ps Oe JK (Cu; Y) 


gelten muB. Da andererseits ebenfalls mit Riicksicht auf (68) in gleichem 
Sinne 


(72) L.A — 2) (AK(A5 2, y) — BK (U5 4 9) = 4B 9) 


wird, so folgt aus (71), (72) wegen (70), wenn wir noch 4 statt uw 
schreiben; 


a 
(73) E, (2, 5) KA; Y; } = ar E,, (a, y). 


Setzen wir in dieser Gleichung wiederum 2=1,+ iv’, so folgt aus 
ihr durch Multiplikation mit 1,— 4 und Anwendung von (68) die Formel 


(74) E,(2, :) EC y= E, (2, y)- 

Nebmen wir jedoch zuvor in (73) an Stelle von p den von p ver- 
schiedenen Index q und verfahren dann in gleicher Weise, so folgt 
(75) L, (2, SoA y) = 0, (p a q). 

Mit Benutzung von (69) erkennen wir in gleicher Weise, daf die 
Formeln (74), (75) auch giiltig sind, wenn statt I, die ev. zu 4 = co 
gehérige Higenform E., gesetzt wird. 

Setzt man den Wert von K(A;2,y) aus (60) in (73) ein, so folgt 
aus (74), (75), daB identisch in 2 die Gleichung 


do(u:.,Y) 
(76) Oe =O 
() : 


erfiillt ist; dieselbe Gleichung gilt auch ev. fiir die Higenform [,. 


In der nachfolgenden Betrachtung verstehen wir allgemein unter 
einer Hinzelform eine solche beschriinkte quadratische Form E, deren 
Punktspektrum im Endlichen nur aus dem einen Punkte 1 besteht und 
die kein Streckenspektrum besitzt. Wenden wir unsere Darstellung (62) 
auf die Kinzelform / an, so folgt, daB EF selbst die zum Higenwert 1 
gehérige Higenform ist und mithin wegen (74) der Relation 


(77) E(a,.) E(.,y) = E@, 9) 
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gentigen mu8. Umgekehrt, wenn eine beschrankte quadratische Form E 
der Relation (77) geniigt, so erhalten wir fiir ihre Resolyente bei An- 
wendung der Formel (59) den Ausdruck 


(7,4) +AH+ VE+.-.-=(¢,2)—E 


und hieraus erkennen wir mit Riicksicht auf (68), (69), daB E nur den 
eien endlichen Higenwert 1 besitzt, und sodann folgt auch das Nicht- 
vorhandensein eines Streckenspektrums; d. h. H ist eine Einzelform. 


Wenn 


EH 


L,(@) = 1a, + Lio Hq + 
LD, (%) = ly, a, + lyga_+ -- ) 


irgendwelche Linearformen in endlicher oder unendlicher Zahl bedeuten, 
deren Koeffizienten den Relationen 


Tey T(t oe 
OPO) HS pry = (p +4) 


gentigen, so heiBe jenes Formensystem ein System orthogonaler Linear- 
formen oder kurz ein orthogonales System. 

Der enge Zusammenhang des so definierten Begriffes mit dem Be- 
griff der Einzelform wird erkennbar durch den folgenden Satz: 

Jede Einzelform ist als Summe von Quadraten der Linearformen eines 
orthogonalen Systems darstellbar, und wmgekehrt stellt die Summe der Quadrate 
der Linearformen eines orthogonalen Systems stets eine Einzelform dar. 

Zum Beweise der ersten Aussage bedenken wir, daB, wenn 

E(a) Dep Mp 
Ds 4 
gesetzt wird, wegen (77) 
C11 = C11” + C19" + eg" + 
sein mu; wenn daher die Variabele z, in EL tiberhaupt vorkommt, so ist 
gewiB der Koeffizient von 2,” in ee Setzen wir 


L, (2) = 0, y) 
: i= dive, 
so erhalten wir wegen (77) 


L,(.) E (a, .) = L,(2), 


L,(.) L,(.) = 
Bilden wir daher 


(78) E,(@) = E(@) — L, (2), 
so ergibt sich 
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L,(.)E, (a, :) = 0, 
E, (2, )E,(.,Y) tis AC y); 
d. h. HE, ist ebenfalls eine Hinzelform; da EH, als solche eine definite 
Form ist und wegen (78) der Koeffizient von x,” in HL, den Wert Null hat, 
so kommt die Variable x, in E, tiberhaupt nicht vor. 
Wenden wir das nimliche Verfahren statt auf H nunmehr auf £, 
an, so gelangen wir zu einer Linearform L, und der Hinzelform 
E, (2) = E,(x) — 1,(#)? = B(@) — L,(#)? — Lye)’, 
die die Variablen x,, x, nicht enthilt; zugleich folgt aus (79) 
L,(.) Le(.) = 9. 
SchlieBlich ergibt sich der Ausdruck 
E(a) — L,(2)*— Iy(e? — 
als eine definite beschrankte Form, die keine der Variabeln 2,, %, .. 
enthalt und daher identisch Null ist, d. h. es ist 
B(a) = La) + Lee) +o 
Um die umgekehrte Aussage des Satzes zu beweisen, bilden wir zu- 
nachst aus den ersten m Linearformen L,,..., L,, des vorgelegten ortho- 


(79) 


gonalen Systems den in 2,,,,... limearen Ausdruck 
Da die Quadratsumme der Koeffizienten von M(z) 
M(.) M(.) ay (Y, y) am Ly, (y)” init y L,,(y) 


wird, so folgt, daB hier auch die rechte Seite positiv ausfallt; mithin 
stellt auch die endliche bzw. unendlich fortgesetzte Formenreihe 
LUC) ia ONC Para ns a 

eine beschrinkte quadratische Form dar, und wegen der Orthogonalitats- 
eigenschaften der Linearformen L,, L,,... folgt sodann, daB diese Form 
die Relation (77) erfiillt. 

Die Einzelform (a,x) und nur diese besitzt auch 4 = oo nicht als 
Higenwert. 


Wir wenden nun die vorstehenden Ergebnisse auf die Higenformen 
der quadratischen Form K(x) an. Indem wir die simtlichen Higen- 
formen EF, baw. H,, EH. von K(a), die wegen (74) Hinzelformen sind, 
als Summen von Quadraten linearer orthogonaler Formen 2, a, ... 
dargestellt denken, gelangen wir in folgender Weise zu einer orthogonalen 
Substitution der Variabeln 2,, 7, .... 

Wir bilden zunachst die Form 


(0,2) 42 af? 
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dieselbe geniigt der Relation (77) und ist daher eine Hinzelform der 
Variabeln w,, v,, ...; setzen wir dieselbe in die Gestalt £,?+ &?4+.--., 


wo &, &, ... ebenfalls ein orthogonales System linearer Formen bedeuten, 
die auch zu %,, #7"... orthogonal sind, so haben wir 
72 "2 2 2 
(Oy 0a a ee eee eer, 
und mithin definieren die linearen Formen «,’, 7,,..., &, &,-..- zusammen- 


genommen eine orthogonale Substitution der Variabeln 2, 2%, . 

Da die Gleichung (76) gewiB fiir alle in geniigend kleiner Umgebung 
von 4 = 0 liegenden Werte von 4 gelten soll, so schlieBen wir, da man 
jede stetige Funktion w(w) in dem O nicht enthaltenden Intervall s durch 


lineare Aggregate von Funktionen 1 — - eleichmi8ig approximieren kann, 
da8 auch fiir jede stetige Funktion w(w) 
E, (a, ) fro(w)de(us., y) =0 

. (s) 
und folglich auch fiir alle -w 
(80) E,(%, )O(U; -7¥) i) 
sein muf. Denken wir nun hierin an Stelle der Variabeln z,, 2,,... die 
Variabeln 2, %’,..., &,&,... eingefiihrt, so lehrt (80) mit Riicksicht 
auf die Kovarianz der Faltung bei orthogonaler Transformation, daB die 


so transformierte Spektralform von den Variabeln z,’, 2,’,... frei ist; wir 
bezeichnen sie mit €(w;§). Die Formel (60) nimmt alsdann die Gestalt an 


(81) Kae aan fe 


() 
wo k,, k,,... die betreffenden reziproken Eigenwerte bedeuten, nachdem 
sie in eine einfach unendliche Reihe gebracht worden sind, wobei derselbe 
Wert mehrfach vorkommen kann. 
Um die charakteristischen Higenschaften der Spektralform €(w; &) zu 
finden, tragen wir in (70) den eben gefundenen Ausdruck (81) fiir die 
Resolvente ein; wir erhalten 


ee 
pea eee 
E 


e 0 
(8) (s) 


1é(o: & fo: & 
2 ge SE ste Rarer 

uu 

,—— 1— 

e Qe e Q 


(s) (s) 
und mit Riicksicht auf die Identitit 


Aap) (POE) (ACS 
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A Ww 
Meee fh 
cas GN, eee 
(0) Foes 1 1 
ee = z : 
brat Hace pees 
Q 


folgt 


d&(e; af dS ( Q;. 1) i a 1). 
1— = ines ee 
(s) 


Da diese Seen Ra alle aan von A, w giiltig sein soll, so schheBen 
wir wie oben, daB auch fiir beliebige stetige Funktionen u(g), v(@) 


Ju@aéle g, )J(e)dE(e3-.9) = {u(o)v(e) ables é, 1) 
gilt; fir w(o) = »(0), = nimmt die gefundene Relation die Form an 
Lu@rase; é) = fu(ehat(es é, )fule)aéles we). 
Weiterhin folgt aus (81) fir 1 = 0 
(&, ) = {abu g). 


Da umgekehrt aus der vorletzten Relation die vorhergehenden und 
mithin schlieBlich auch (70) und daraus mit Hilfe der letzten Gleichung 
auch (63) gefolgert werden kann, so erkennen wir, daf die beiden zuletzt 
gefundenen Bedingungen zur Charakterisierung der Spektralform ¢ auch 
hinreichend sind. Aus (68), (69), (74) folgt die eindeutige Bestimmtheit 
von 4,, E,, und andererseits schlieBen wir, daB auch die Spektralform 
Aarcit: Ae obigen fiir sie charakteristischen Relationen und durch die 
Forderung, es solle K die Darstellung (62) gestatten, eindeutig bestimmt 
ist; denn die eben angedeutete von den Higenschaften der Spektralform 
peechonde Betrachtungsweise ergibt, daB die Resolvente durch (60) dar- 
gestellt ist, und daB also wegen deren eindeutiger Bestimmtheit auch 


ap eee fiir alle 4 und daher auch die Spektralform selbst eindeutig 


w 
(s) 


bestimmt ist. 

Wir fassen die gewonnenen Resultate wie folgt zusammen: 

Satz 33. dJede beschrinkte quadratische Form K umendlich vieler 
Variablen laBt sich stets und nur auf eine Weise durch eine orthogonale 
Substitution in die Gestalt bringen 


ety] 2 2 
Wind ea PET lig aN 
e 
(8) 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 10 


do (uw; §) 
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wo ky, ky, ... gewtsse absolut unterhalb einer endlichen Grenze liegende 
GroBen (die reziproken Eigenwerte) bedeuten und die Spektralform 6(u; &) 
die zu threr Charakterisierung hinreichenden Relationen 


(82) [(ww)?do(u; §) SUI, g,.) fu(u)do(u;.,8), 
(s) 8 (s) 
(&, &) = fdo(u; 6) 
(s) 


identisch fiir alle stetigen Funktionen u(u) erfiillt. 
Setzen wir in (63) 2=4,+ 7%’, so folgt nach Multiplikation mit 
A,—A4 fiir ” =0 wegen (68): 
E, (a, y) aL 1, K (a, ) Ly, y) al 

Wenn wir £, als Quadratsumme eines orthogonalen Systemes darstellen: 

ii, =a(Ly, (x))*, 
so ergibt sich durch Faltung mit L,,(y): 

Ly,(x) — A, K (a) Ly) = 0, 
d. h. die Gleichung 
ALC) RG, .) = Lr) 

kann durch eine beschrainkte Linearform LZ gewiB dann identisch in 
X1,H_,... befriedigt werden, wenn 4 einer der Higenwerte von K ist. 
Ebenso folgt aus (69), daf 

LO) EK(2, = 0 
gewiB dann befriedigt werden kann, wenn 4 = co ein Higenwert ist. 

Wir kénnen uns jetzt auch umgekehrt davon tiberzeugen, daB die obige 

Gleichung nur in diesem Falle durch eine beschrankte Linearform lésbar 
ist. Mit Riicksicht auf Satz 33 bedarf es dazu nur des Nachweises, daB, 
wenn JL eine beschrankte Linearform der Variabeln &,,&,... ist, die 
Relation 

bed eee, 

1L() | MEE) — Lie) 
(s) 

fiir keinen Wert von 4 statthaben kann. Bezeichnen wir die Koeffizienten 
von LZ mit J, so nimmt die letztere Relation die Gestalt an 


fSEbD_E@n, 
wb 
(s) 
Hiervon subtrahieren wir die Relation 
fdo(u; 5, l) = (&, t) 
(s) 
und erhalten so die Relation 
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fo—acwano, 


(s) 
die ebenfalls identisch in &,, &,... erfiillt wire. Nehmen wir nun in (82) 


u(w) = 1— =; so folgt hieraus 


fo ss =) dou; Deo 


(s) 
und dies ist, da 


fees )=(, 1) 


ist und da 6 nie abnimmt, nur méglich fir (1,1) =0; wir gewinnen so 
folgende Tatsache: 

Satz 34. Wenn K irgendeine beschrinkte quadratische Form ast, so 
ist die Relation 

AL.) KE (a,:) = L(x) 

durch eine beschrénkte Linearform L dann und nur dann lésbar, wenn 2 
ein Higenwert von K ist. 

Insbesondere ist die Gleichung 

EX.) K(#,.) =0 


dann und nur dann lésbar, wenn 4 =o ein Higenwert von K ist. Ist 
4 = oo kein Higenwert, diese Gleichung also nicht lésbar, so heiBe die 
quadratische Form abgeschlossen. 


Wir wollen uns fortan in diesem Kapitel XI mit gewissen 
zwei Spezialfillen des Satzes 33 ausfiihrlicher beschiftigen. 
Wir nennen eine Funktion F'(x,, x,,...) der unendlich vielen Variabeln 


L,,X_,... fiir ein bestimmtes Wertsystem derselben vollstetig, wenn die 
Werte von. F(x,+ &, %+ &,...) gegen den Wert F(x, a,...) kon- 
vergieren, wie man auch immer &, é,... ftir sich zu Null werden labt 
d. h. wenn \ 
LE, + 8, Uy + &,-.-) = F(a, %,-.-) 
ep = OF = O06: 
wird, sobald man ¢,, &,... irgend solche Wertsysteme ¢,”), ¢,,... durch- 


laufen laBt, daB einzeln 


fel = 0,- Fé = 0 
h=o0 


h=o 


ist. Wenn eine Funktion fiir jedes Wertsystem der Variabeln mit kon- 
vergenter Quadratsumme vollstetig ist, so heiBe sie schlechthin vollstetig. 


An den Begriff der Vollstetigkeit kniipfen sich unmittelbar folgende Schliisse. 
10% 
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Hat eine vollstetige Funktion F die Higenschaft, absolut genommen 
fiir alle Werte der Variabeln unterhalb einer endlichen GréBe zu bleiben, 
so besitzt sie — wie leicht durch das bekannte fiir: endliche Variabeln- 
zahl angewandte Verfahren bewiesen werden kann — ein Maximum. Be- 
deuten ferner L,(~),..., L,,(v) noch m weitere vollstetige Funktionen 
der Variabeln x,, 7), ... und werden nur diejenigen Wertsysteme dieser 
Variabeln zugelassen, die den Bedingungen 


L, (2) or 0, © Rs tee): L,,(@) = ) 


geniigen, so besitzt F' ein relatives Maximum; dabei sind die Variabeln 
stets an die Ungleichung 

(, 2) <1 
gebunden. 

Eine beschrankte Linearform der Variabeln 2,, 2, ... ist, wie man 
sofort sieht, auch vollstetig in diesen Variabeln. Wir schlieBen daraus 
leicht, daB eine vollstetige Funktion der Variabeln 2,, x, ... durch 
orthogonale Transformation derselben wiederum eine vollstetige Funktion 
der neuen Variabeln wird. 


Ist eine beschrankte quadratische Form K vollstetig, so ist offenbar, 
daB ihre EHigenwerte sich im Endlichen nicht haufen; zugleich laBt sich 
zeigen, daB ein Streckenspektrum tiberhaupt nicht vorhanden sein kann. 
Aus Satz 33 gewinnen wir mithin folgendes Resultat: 


Satz 35. Wenn eine beschrinkte Form K vollstetig ist, so ladBt sie 
sich stets durch eine orthogonale Substitution in die Gestalt bringen 


(83) K(z) = hy 2? + hig q? <3 


dabet sind die GroBen k,, ky, ... die reziproken Eigenwerte von K und 
besitzen, falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, Null als einzige Ver- 
dichtungsstelle. 


Wegen der mannigfaltigen und wichtigen Anwendungen dieses Satzes 
geben wir hier fiir ihn einen sehr einfachen und von der obigen Theorie 
unabhangigen Beweis. 


Wir nehmen zunichst an, da8 A eine positiv definite Form sei; 
alsdann seien 
@=11, =I, ... 
solche Werte der Variabeln, fiir welche A (aw) das Maximum fk, erlangt. 
Offenbar fillt die Quadratsumme dieser Werte gleich 1 aus, da wir ja 
sonst den Wert der Form ohne Verletzung der Bedingung (2,7) <1 
vergroBern k6nnten. 


Wir setzen 
Dy (%) = dt + byt +> 
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und bestimmen, indem wir nunmehr den Variabeln die Bedingung 

Ae =O) 
auferlegen, das relative Maximum k, von K(x); dasselbe werde fiir die 
Werte , 


y= |y4, Ly = Igy, . 


erlangt, deren Quadratsumme wiederum gleich 1 ausfallen mu8. Ferner 
setzen wir 


Le,(#) = yy @y + Ug Hq + * >: 
und bestimmen, indem wir den Variabeln die Bedingungen 
L,(e) =0, I4(z) =0 
auferlegen, das relative Maximum k, von K(x); dasselbe werde fiir 
t= 151, ®y = Isp, «+ - 
erlangt. Wir setzen dann 
Ly; (&) = 151%, + Ugg + °° - 
und erhalten durch Fortsetzung dieses Verfahrens ein System von linearen 
Formen L,, L,, L,, ... mit den Orthogonalitatseigenschaften 


LO) L,() = 1, 
L,()L,() = 0 (p + q)- 
Auf Grund der friiheren Betrachtungen (S. 143) bestimmen wir zu 


diesen Linearformen ein solches System von Linearformen 


Mia), MS), 22% 


daB 
vf = L,(2), 
t = Ly (x), 
y, = M,(2), 
Ya M, (x), 
eine orthogonale Substitution der Variabeln 2,, %%,... bilden. Die ver- 


mége dieser orthogonalen Substitution transformierte Form K(x) be- 
zeichnen wir mit K(a’,y). Der Koeffizient von x? in K(a’,y) muB offen- 
bar gleich &, ausfallen. Andererseits diirfen weitere a,’ enthaltende Glieder 
in K(a2’,y) nicht vorkommen, da ja die Differenz 


Ka, y) — by ar + ag? + Ye + yo? +--+) =K(a) — ky, 2) 
fiir alle Werte der Variabeln 2, %,---) Ji, Ye,--+ negativ oder Null 


ausfallen soll. Da die namlichen Uberlegungen fiir 2,’, 2;,... gelten, so 
haben wir 


K (a, y) = hy aye + UPS eae Ser Ry), 
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wo R(y) eine quadratische Form bedeutet, die allein die Variabeln y,, 5, ... 
enthalt. 

Da K vollstetig ist, so gilt dies auch von der Form 

K(x, 0) = hye? + kya? +--+, 

und mithin miissen die GréBen /,, &,, ..., falls sie in unendlicher Anzahl 
vorkommen, gegen Null konvergieren; denn sonst wiirde es eine Reihe 
von Werten von K(#’0) geben, die gegen einen von Null verschiedenen 
Wert konvergiert, wihrend jedes der Argumente z,’, 2,',... fiir sich gegen 
Null konvergiert. 

Gabe es nun ein Wertsystem y, = m,, Yo = mM, ..., fiir welches 
R(m) > 0 ausfiele, so kénnte man q so bestimmen, da8 auch R(m) > k, 
wird. Alsdann wiirde fiir 


dy = 0, 2 = 0, ..., Yy= My, Yo= My, «- 
auch K >k, ausfallen; die Gleichungen 
L,(“) = 0, L,(@)=0,..., M,(@) =m, M,(«) =m, . 
wiirden mithin ein Wertsystem der Variabeln z,, x, ... bestimmen, fiir 
welches insbesondere die Bedingungen 
L,(4)=0,..., L,_,(@) =0 

erfiillt sind und zugleich K>k, ausfallt; dies widerspricht der Be- 
stimmungsweise von k,, und mithin ist R(y) nicht positiver Werte fiahig. 


en KO, y) = RY) 
ist L(y) gewiB auch negativer Werte nicht fahig, und folglich ist Ry) 
identisch gleich Null; d. h. es ist 

K(@) =k, L(x) + kh, L,?(”) + -- 

Wird K(«) nicht als eine definite Form angenommen, so fihrt die 

namliche Uberlegung auf die Darstellung 
K (a) = k,L,?(@) + hy Lp(a) +--+ + RY), 

wo Ry) positiver Werte nicht fihig ist. Da sodann — R(y) als positiv 
definite Form eine Darstellung derselben Art zulaBt, so erhalten wir schlieB- 
lich auch fiir K eine Darstellung durch die Quadrate orthogonaler Linear- 
formen, und damit ist der Beweis fiir den Satz 35 vollstindig erbracht. — 

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Vollstetigkeit einer Form ge- 
winnen wir durch folgenden Satz. 


Satz 36. Wenn fiir eine quadratische Form K eine der Summen 


oF) = hog hye = Sor ’ 


Ree >h,, 5k sp? 


DP, 7; oe 
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endlich bleibt oder wenn fiir eine definite quadratische Form K eime der 


Summen 
Sion Dale 
(p) 
83 => Kiy ghar Krps 
(P, 9% 7) 


endlich bleibt, so ist K eine beschrinkte vollstetige Form. 
In der Tat, ist A eine quadratische Form, deren Koeffizienten eine 
endliche Quadratsumme besitzen, so folgt wegen 


OK @, y) 0K@,y) , Pe (eK@y\?, (@K@wy? 
OY ee OY, 3 =I OY; ent OYs ees 
OK (a, y)\? 
notwendig 


K(@)|<V Shy," 
PQ 
Durch Anwendung dieser Tatsache auf die quadratische Form 
K(a) — K,(@) SO hgh 
Ps 4 
wo rechts p,q alle ganzzabligen Wertepaare, abgesehen von solchen, fiir 
die zugleich p< und q <™ ist, durchlauft, finden wir 
|K@) — K,(@)|S V/ 2%, 
P, 4 
und hieraus entnehmen wir, da doch 
jaye Ok, 2 = 0 
n=ol (p, 9) 
wird, die verlangte Vollstetigkeit von K(2). 
Ist K eine definite Form, so muB 
King yp hiyg 
ie sh) 
(P; 9) (?) 
wenn also bei einer definitehn Form k,», endlich bleibt, so haben ihre 


sein, und es ist mithin 


Koeffizienten gewiB auch eine Bidiicne Quadratsumme, und die Form ist 
nach der vorigen Betrachtung wiederum eine vollstetige Funktion der 
Variabeln. 
Nunmehr erkennen wir leicht der Reihe nach folgende Tatsachen: 
1. Wenn eine beschrankte quadratische Form K nicht vollstetig ist, 
so ist sie auch fiir das besondere Wertsystem 0, 0, ... nicht vollstetig. 
Diese Behauptung folgt durch Anwendung der Formel 


K(e +0) = K(a) + 2K(a,0) + K@), 
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wenn darin fiir a,,a,,... ein Wertsystem genommen wird, fiir welches K 
nicht vollstetig ist — mit Berticksichtigung des Umstandes, daB K(q, a) 


als eine beschrinkte Linearform gewi8 vollstetig ist. 


2. Wenn K eine vollstetige quadratische Form ist, so ist es auch 
die Form KK; dies ergibt unmittelbar der Satz 35. 


3. Wenn K eine vollstetige, AK* irgendeine quadratische Form ist 

und fiir alle Wertsysteme z,, 2,,... die Ungleichung 
| K*(@)|<| K@)| 

gilt, so ist auch K* vollstetig; denn aus dieser Ungleichung folgt die 
Vollstetigkeit fiir das Wertsystem 0, 0, .... 

4. Wenn K eine vollstetige, A* eine beschrankte Form ist, so ist 
die Faltang beider Formen vollstetig; wegen 

| K(a,.) K*(a,.)|< V(KE@)(K*K*@) 

ist nimlich diese Faltung ftir das Wertsystem 0, 0,... gewiB vollstetig, 
da nach 2 die Form KK vollstetig ist. 

5. Wenn die Faltung K & einer quadratischen Form K mit sich selbst 


vollstetig ist, so ist es auch die Form K selbst; dies ergibt sich ebenso 
vermége 1 aus der Ungleichung 


| K(x) |S VKK(a). 
6. Ist eine der Formen, die durch wiederholte Faltung aus der be- 
schrankten Form K entstanden sind: 
KO— KKK, KO=KKKK, KO= KKKKK, 
vollstetig, so ist auch K vollstetig. Denn ist etwa K” vollstetig, so 
sind wegen 4 auch die Formen 
NCEE GT OE ack 


vollstetig; wihlen wir unter diesen eine Form aus, fiir die die Faltungs- 
zahl eine Potenz von 2 ist, etwa Ke, so schlieBen wir durch g- malige 
Anwendung von 5 auf die Vollstetigkeit von X. 


7. Wenn K eine beschriankte definite Form ist, so sind auch die 
Faltungen K, K®,... definit; denn es entsteht beispielsweise K aus K, 


indem wir in K(x) an Stelle der Variabeln , die Ausdriticke Cee 
Pp 


einsetzen. 

Da nun allgemein s, nichts anderes als die Invariante K)(.,.) d. h. 
die Summe der Koeffizienten von «,? in KY ist, so folgt aus 6 und 7, 
da der Fall f=1 bereits zuvor erledigt worden ist, die Richtigkeit des 
Satzes 36 allgemein. 

Aus Satz 35 und 36 entnehmen wir die folgende Tatsache: 
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Satz 37. Eine quadratische Form K, die eine der Voraussetzungen 
des Satzes 36 erfiillt, gestattet gewiB die orthogonale Transformation (83) auf 
eine Quadratsumme. 

Hin Gegenstiick zu dem in den Siatzen 35—37 behandelten 
Fall bildet die Annahme, daB die Form K kein Punktspektrum, 
sondern nur ein Streckenspektrum besitzt. Um hier nur den ein- 
fachsten Fall — der iiberdies typisch ist — ins Auge zu fassen, ftigen 
wir dieser Annahme noch die weiteren hinzu, daf das Streckenspektrum s 
aus einer endlichen Anzahl von Intervallen bestehen mége, da ferner die 
Koeffizienten der Spektralform o(u, &) stetig differenzierbare Funktionen 
yon w seien und endlich, dai, wenn 


dot 8) = v(u, é) ) = Spot) £8 z) 


gesetzt wird, w,,({) eats s Sate verschwindet und, wenn der 


Kiirze halber 


Wy (Ww) — Pre (W) 
aay = nw 


ist, diese unendlich vielen Funktionen y,(w), ¥» (uw), ... linear voneinander 
unabhingig ausfallen, in dem Sinne, da bei m iieanuenes Wahl von w(w) 
zwischen den Integralen 


(84) few Uv, (udu, ie (uw) dy (udu, 


keine lineare Relation bestehen soll, deren Koeffizienten Konstanten mit 
endlicher Quadratsumme sind. 
Fihren wir in die Relation (82) diese Annahmen ein und setzen 
Peay eer beer On nie 
und an Stelle von u(w) die Funktion 
w(e) 
: Viviun (u)’ 
so ergibt sich 
(85) A (w(w)'du = =| u(w)b,(u)du}* 
(p= iz - ++) () 


und hieraus eee wir die allgemeinere Formel 


(86) fuer nude = SZ [uove(wiau Joe w, (w)du. 
@=1, = 
Fiir 
v(u) = ¥,(u) 
folgt mithin 
1) Diese Gleichungen und die daraus entspringenden gelten nur fiir jeden 
Abschnitt, da (uw, §) nicht beschrankt ist. 
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8) fueyWdu— fugly waufy, (uu ae 


(Gexisorw 


Aus unserer Annahme tiber die Hs Unabhingigkeit der Integrale (84) 
erkennen wir, daB die Relation (87) identisch fiir alle Funktionen w(w) 
nicht anders erfiillt sein kann, als wenn 


(88) [Om du = 1, 
() 


Jp (u)¥,(wdu = 0 (» +9) 
6) 
ist. 
Wegen des positiv definiten Charakters der Form u(u, &) ist 
(Hy Ei + Ye WB +++ Pou, Edn 


oder 
(89) (Wy (uw) &, + thy (UEy + es v(u, é). 


Andererseits haben wir wegen (88) 
NEGRS + 5+ ---)’du = (, §), 
(8) 


und, da auch 
Jo, du = & &) 
(s) 
ist, so wird 


[ives (v, (WE + Ye (Wee +++ )2}du = 0. 


Da aber der ee unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck mot (89) 
fiir keinen Wert von w negativ ausfallt, so ist er stets gleich Null, d. h. 
es ist 

b(u, 8) = HWE + e(WE + -- -)? 

Wir ersehen hieraus, daB unter den gemachten Annahmen die 
charakteristische Higenschaft der Spektralform o(u,£) darin 
besteht, da®B ihre Ableitung nach w das Quadrat einer Linear- 
form wird, deren Koeffizienten die Orthogonalitatseigen- 
schaften (85) und (88) besitzen. Da umgekehrt eine solche Form 
alle charakteristischen Higenschaften einer Spektralform erfiillt, so ist es 
hiernach leicht, eine quadratische Form K zu konstruieren, deren Spektrum 
aus einer Zahl gegebener Intervalle besteht: man bestimme fiir die Inter- 
valle s ein vollstiindiges System von orthogonalen Funktionen y,, v,,... 
d. h. ein System solcher Funktionen, die den Relationen (85) und (88) 
geniigen, — was leicht geschehen kann (vgl. Kap. XIII) — und setze dann 


K(é) =| Se du. 


e 
(s) 
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On 


Als einfachstes Beispiel diene die quadratische Form 
(90) K (a) = Wy + yg + Wyay ++ *5 
diese besitzt kein Punktspektrum, und ihr Streckenspektrum besteht aus 
den Intervallen 
A=—oo bis —I und +1 bis + ow. 


Wir finden 
ost 


| 2 a 
wo ¢ den zwischen 0 und zw gelegenen Wert von arc cos — bedeutet. 
In der Tat bestatigt sich dann durch Rechnung 
SO@Wm, + Vy Wa, +++ Pdu = (@, 2), 
Gite 
ee (ap, (W) 2, + Ye (u) 2, + -+-)? 
K(“£) = du. 
Se eee: 
GIs) 


In Bestiitigung von Satz 34 haben ferner, wie man erkennt, die unendlich 


, sin pt, 


v,(u) = 


vielen Gleichungen 


9 “2 = 0, 
a 
hp it 45) = 0, 


a 
Gee E58 (2+ %) = 9, 


fir keinen Wert von 4 Liésungen 2,, 2%, ..-, deren Quadratsumme end- 


lich bleibt. 
Ein anderes Beispiel liefert die ppedeu cle Form 


2 
(91) y2—1 vy tt 2 tly + Sa a ae 


das Spektrum ist das nimliche wie im ersten Beispiel. Wir finden 


(0) = Yr Pe” (FZ) 


wo die P die Legendreschen Polynome sind. Setzen wir noch 


eee era 
1(u) =V See ae 
wo die @ die zugehérigen Kugelfunktionen zweiter Art bedeuten, so er- 


halt die Resolvente von K folgende Gestalt: 
K( 2) = S440, (1A) 
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Die beiden quadratischen Formen (90) und (91) lassen sich durch 
eine orthogonale Substitution der Variabeln in einander tiberfiihren, wie 
aus ihrer Darstellung durch die Spektralform hervorgeht. 

Lat man die oben gemachte Annahme der linearen Unabhiingigkeit 
der Funktionen y,(u), vy(u), ... fallen, so wird die Ableitung der Spektral- 
form nicht ein Quadrat, sondern eine Summe von Quadraten linearer 
Formen von entsprechender Art. 


ZLwolftes Kapitel. 


Simultanes System quadratischer Formen, die Hermitesche 
Form, die schiefsymmetrische Form und die Bilinearform 
mit unendlich vielen Variabeln. 


Die in Kapitel XI entwickelten Methoden und Resultate lassen sich 
ohne prinzipielle Schwierigkeit auf allgemeinere Formen mit unendlich 
vielen Variabeln ausdehnen. Wir betrachten zunichst den Fall eines 
simultanen Systems zweier quadratischer Formen, von denen die eine 
definiten Charakter hat, die andere als Aggregat von positiven und 
negativen Quadraten der Variabeln vorgelegt ist. Mit Hilfe unserer 
Methode des Grenziiberganges, ausgehend yon Formen mit endlicher 
Variabelnzahl, kénnen wir leicht die entsprechende Theorie entwickeln; 
wir heben nur folgendes Resultat hervor: 


Satz 38. Es set eine positiv definite, vollstetige, abgeschlossene quadra- 
tische Form K(x) und auBerdem eine quadratische Form von der Gestalt 


V(x) = 0,2,7 + Ug%Q7 + --- 


vorgelegt, WO V1, V,, ... bestimmte Werte +1 oder —1 sind: alsdann gibt 
es stets eine unendliche Reihe von Null verschiedener Groen x,, %,...; 
deren Vorzeichen bzw. v1, V9,... sind und die gegen Null konvergieren — 
ihre reziproken Werte mdgen Eigenwerte von K in bezug auf V heipen — 
und von zugehdrigen beschrankten Linearformen L,(x), L,(%),... — sie 
mogen die zugehdrigen Eigenformen heiben — von solcher Art, dap die 
»Polarititsrelationen“ 

La) V LG) eae, 

L)VC, JL.) = 9, (p + 4g) 
erfiillt sind und dap ferner die vorgelegte quadratische Form die Darstellung 


K(a) =|" (, (x))? + | he | (L, (a))? Ss 
gestattet. 
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Man kann diesen Satz 38 auch ohne den Grenziibergang von end- 
licher zu unendlicher Variabelnzahl lediglich auf Grund des Satzes 35 mit 
AusschluB neuer Konvergenzbetrachtungen beweisen. 

Zu dem Zwecke bringen wir die Form A(«) nach Satz 35 durch eine 


orthogonale Transformation der Variabeln a,, ,,... in die Gestalt einer 
Quadratsumme; wir bezeichnen die neuen Variabeln mit 2’,, a,,... und 
finden 


K(a) = kya P+ hye’ y? ++ -, 

wo dann /,, k,,... lauter positive GréBen sind, die gegen Null konver- 
gieren. Ferner bezeichnen wir mit V'(a) die durch jene orthogonale 
Transformation aus V(«#) hervorgehende quadratische Form der Variabeln 
7 pita a. ond endlich* mit) V’ (Vié) diejenige quadratische Form der 
Variabeln £,, &,..-, die aus V’(#’) hervorgeht, wenn wir in derselben 
an Stelle von 2’,, 2’y,... die Ausdriicke V/k,&,, Vk, £, ... einsetzen. 

Wir kénnen nun leicht zeigen, dab V'(Vk&) eine vollstetige Form 
der Variabeln £,, &,... ist. In der Tat ist, wie man sieht, V’(a’) als 
Differenz zweier Hinzelformen F,(2/) und £E,(a’) darstellbar: diese ge- 
niigen als solche den Ungleichungen 


E,@)<@,¢), B(@)<@,”). 
Setzen wir an Stelle von 2, 2’,,... wieder Vk, &, Vigeow aren 2 30 
gehen diese Ungleichungen tiber in 


E, (Vk) Ee Ree ce MnSa° = 085 
E,(VkE) SAE + yb 2 ++ - 


Waren nun diese Hinzelformen nicht vollstetig in den Variabeln &,, &,..., 


so miiBten sich auch Wertsysteme «,”, a, i ... finden lassen, fiir die 
La = OQ, De, (1) — 0, 
n=o n=o 


wird, wahrend die Hinzelformen, die ja positiv definit sind, fiir 
E= a”, b= Oy ee, 

Werte erhalten miiBten, die oberhalb einer positiven von 7 unabhangigen 
GréBe bleiben; dies aber widerspriiche den obigen Ungleichungen, da K(x) 
vollstetig ist. Da demnach F, (Vké), E, (V/k€) vollstetig in 6, &,.-. sind, 
so ist dies auch V’(Vk&). Die Tatsache der Vollstetigkeit von E,(Vk £), 
E, (Vké) in den Variabeln &,, &,... folgt auch unmittelbar aus 4. auf 
8. 152. 

Nunmehr transformieren wir nach Satz 35 die Variabeln &,, &,... 
orthogonal in die neuen Variabeln gE, &,... derart, daB die Form 


V(Vké) die Gestalt 5 
V(Vké) Fae te + % ae a 
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erhalt, worin x,, %,... gewisse reelle Gréfen sind, die gegen Null kon- 
vergieren. Bezeichnen wir nun diejenigen Linearformen von 2,',%,,..., 
die aus den Formen £(&) hervorgehen, wenn wir darin fiir &,&,... 
baw. die Ausdriicke Vk,a,', Viya,’,... einsetzen, mit £,/(V/ha’), so ist, da 
jene Formen eine orthogonale Transformation definieren, 
K(a) = (Vii)? + (Viger)? + ++ - 
= (& (Viea’))® + (6 (View)? + ++; 
ferner wird: 


EV (Vike, Vi) = oe CAE ED af no av’ Ae Vin) 
= &/ (VE) V (Veg, ), 
E, (Vi.) V (Vik, .) = mp8, (8). 


Aus dieser Formel schlieBen wir in gleicher Weise 
bo (VE) Vilas Jes (Ves) = wee EG 

Wenn wir nun wieder zu den Variabeln #,, 2,,... zurtickkehren und all- 
gemein mit 4,(%) diejenige Linearform von a,,2,,... bezeichnen, die 
dabei aus E (Vika) wird, so erhalten wir 

Ay() V(+)Ay(+) = Hp Ep Ey), 
und das ist wegen der Orthogonalitét der Formen £,/(£) gleich x, (p = q) 
oder gleich Null (p+ q); andererseits wird 

K(a) = A(x) + A3(0) +--+. 
Ware x, = 0, so miiBte fir alle x,,2,,... 

ABV Gna ie, a= 0 

sein, was der Abgeschlossenheit von K und von V widerspriiche; folglich 
sind %,,%,,... lauter von Null verschiedene GréBen. 

Wir kénnen nunmehr die Summanden x, £,’%, x, &”,... in der obigen 
Darstellung von V’(Vik) derart angeordnet denken, daB allgemein x, das 
Vorzeichen yon v, besitzt. In der Tat: eine solche Anordnung jener 
Summanden ware nur dann nicht ausfiihrbar, wenn entweder die Anzahl 
der negativen (baw. positiven) Hinheiten in der Reihe v,,0,,... endlich 
und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven) GréBen, die in der 
Reihe x,, %,,... vorkommen, gréfBer als die erstere Anzahl ausfiele, oder 
wenn die Anzahl der negativen (bzw. positiven) GréBen in der Reihe 
%,,%,... endlich und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven) 
Einheiten in der Reihe v,,v,,... gréBer als die erstere Anzahl ausfiele. 


Wenn wir nun mit a, (V6), t,(Vié),... diejenigen Linearformen in 
E,, &,... bezeichnen, die aus «,(a’), x,(a’),... entstehen, wenn wir fir 


und folglich wird 


/ 
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,,%',... die Ausdriicke Vk,&,, Vk. £,... einsetzen, so ist identisch in 
b1) ba) -- - 

ark (a, (Vike)? cg t(a(Vké))* tee = HEHE) ) ca My (By (6)? 
da beide Seiten dieser Gleichung V’(V/&) darstellen. 

Wir nehmen — entsprechend dem ersten Falle — an, es seien 
0,,..+5%, negativ (bzw. positiv), 0,41, ,42,--- samtlich positiv (bzw. ne- 
gativ), ferner x,,...,%,,, negativ (bzw. positiv). Da die Formen Ete), 
&'(&),... eine orthogonale Substitution bestimmen, d. h. ein vollstdndi- 
ges orthogonales System von Linearformen — wie wir sagen wollen — 
bilden, so ist jede beschriinkte Linearform von &,, &,... als lineare Kom- 
bination der Formen &,’(&), &’(&),... darstellbar; wir setzen insbesondere 


a, (VE) a Be ae wa os ses 


olVi é) = Oy b ®- T+ Ap b © sans 


WO yt, Ayo,-++) Aer) Gog, --- Qewisse Koeffizienten ieiter Sodann_ be- 
stimmen wir solche nicht simtlich verschwindende Gréfen «,,..., 


e+1? 
die den e Gleichungen 
yy be + yey My = 9, 
Hy Oy a pe ae Meo 41 44 =0 
gentigen, und bilden die Gleichungen 


&, (8) Sea) 


Bett (é) = Ooi 4) 
Eo (&) am OF 
B443(6) = 9 


Die durch Auflésung dieser Gleichungen entstehenden Werte von &,, &,... 
wiirden einen Widerspruch ergeben, da sie in die vorhin aufgestellte 
Identitat 

VY; (x, (Vise)? tie 0_( aa(Vie&))? sea eras (E,'@)? + Hy (E," (E))? + 
eingesetzt der linken Seite einen nicht negativen (bzw. nicht positiven) 
Wert, der rechten Seite dagegen gewiB einen negativen (bzw. positiven) 


Wert erteilen wiirden, 
Um den zweiten der oben genannten Falle zu behandeln, gehen wir 


yon der in @,/,%,... identischen Gleichung 


0 (%, @))? + Vy (dg (HF)? i> = %, (s'(G)) + is ((G)) + 
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aus, wo &,’ eat £,/ Cale .. diejenigen Linearformen von 2,', 7... be- 


deuten, die aus &,'(£), &’(&),... entstehen, wenn wir an Stelle von &,, 


. die Ausdriicke a8 ees 
k, é Vig S 


ae ear a ( aa ... nicht notwendig beschrinkte Linearformen in a’, 


. setzen. Da jedoch die Linearformen 


a,,... werden, so hat obige Identitat nur als Abschnittsgleichung einen 
Sinn, und das im ersten Falle eingeschlagene Verfahren bedarf der fol- 
genden Modifikation. 


Wir nehmen an, es seien %,,...,%, negativ (bzw. positiv), %,.1, 
%49,+++ Simtlich positiv (bzw. negativ), ferner v,,..., 0,4; negativ (bzw. 
positiv). Alsdann setzen wir 


yf , 
ey ane nl Og gg rene? 


ee Cots + 0,929) +- 


Ferner denken wir uns die Gleichungen 


v 7 y 
aw, (a) ance cy ,44(£') bac ees) ,49(2') res %.45 (2 ) =U) 
nach @,, %,... aufgelést und stellen die Lésungen als Funktionen von 
Q,,..+,4,4,, Wie folgt, dar: 
ig 4 =— Cyt bs <) 
Ty = 04,4 + TH % 644 %e4t » 
/ 
Ty = 0190 T+ + + Oper Mets y 
Endlich bestimmen wir fiir jedes » solche e+ 1 GréBen a,”,...,a,,,, 
daB nach Hintragung dieser Werte von «,',,,... die e+ 1 Gleichungen 
iP , 
Oy +--+ + 04,0, = 9, 


ff 
Oe Uy ans + &,, 0% nN '=0, 
2 Bate 
ay Sih, Pot Cae mee 
fiir 
= n 
Cae?) 
erfiillt sind. 
Wihlen wir nun solche =m, aus, daB die Grenzwerte von a,'"*), . . 
a(”!),., fiir h = co existieren, und setzen die durch diese Werte a,” . . 
n . = “Cy Ui i 
am),,, vermittelten GréBen a,',...,% 


Identitat 
0; (&,(@))® + v9 (a, CAD Sa tac = 14 81 @ )) hate (& a 


sind 
) 
in den »,ten Abschnitt der obigen 


ay 


Kap. XII. Simultanes System quadratischer Formen. 161 


ein, so erkennen wir, daB die linke Seite dieser Identitit, da sie eine be- 
schrinkte Form der Variabeln 2,’,x,/,... darstellt und als solche nach 
S. 127 stetig in diesen Variabeln ist, in der Grenze fiir h = co den Wert 
— 1 erhalt, wihrend die rechte Seite bestiindig > 0 ausfiillt. 

Hiernach sind beide Fille als unméglich erkannt, und wir diirfen 
also von yorneherein allgemein x, vom selben Vorzeichen wie », an- 
nehmen. 

Setzen wir daher jetzt 


Li,(e) = 20 


Vim |” 
so sind die Linearformen L,(x), Z,(x),... von der im Satze 38 ver- 
langten Beschaffenheit. } 

Das namliche SchluBverfahren erméglicht die Behandlung einer nicht 
abgeschlossenen Form K. 

Um dies einzusehen, bringen wir wiederum die Form K nach Satz 35 
durch eine orthogonale Transformation der Variabeln z,,2,,... in die 
Gestalt einer Quadratsumme. Wir setzen 


K(x) = ho, + hye? +++. 
wo k,,hk,,... teils positive, teils verschwindende Grodfen sind. 

Wir bezeichnen wiederum mit V’(a’) die durch jene orthogonale 
Transformation aus V(«) hervorgehende quadratische Form der Variabeln 
a, %,... und endlich mit V’(V/k&) diejenige quadratische Form der Vari- 
abeln &, &,..., die aus V’(a’) hervorgeht, wenn wir in derselben an Stelle 
von @,/,%/... die Ausdriicke Vk,§,, Vikp&,... einsetzen. Da V’(Vicé) 
eine vollstetige Form in &,&,... ist, so kénnen wir nach Satz 35 die 
Variabeln &,,&,... orthogonal in die neuen Variabeln &,’, &’,... trans- 
formieren derart, daB 

V' (Vike) = 45,7 + Heb, + --- 
sind, worin z%,, %,,... gewisse teils positive oder negative teils verschwin- 


dende GréBen sind, die, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen 
Null konvergieren. Bilden wir endlich entsprechend wie vorhin die Aus- 
driicke £,/(Vka’) und bezeichnen allgemein mit 4,(x) diejenige Linearform, 
die aus £,/(Vka’) wird, wenn wir darin statt der Variabeln 2,’ a,',... 
wieder die urspriinglichen Variabeln z,, 2,... einfiihren, so wird wie 


vorhin 


K(@) = Ay?(x) + A,*(a) +---, 
A,()V(,)4(.) =9 @+q), baw. =x, (p=). 


Wir sprechen dieses den Satz 38 ergiinzende Resultat wie folgt aus: 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen, 11 
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Satz 38%. Es sei eine positiv definite vollstetige quadratische Form 

K(x) und auferdem eine quadratische Form von der Gestalt 
Via) = 0,27 + 0,2," 32: 

vorgelegt, WO V,,V,-.. bestimmte Werte +1 oder —1 sind: alsdann gibt 
es stets eine Rethe von teils positiven oder negativen, teils verschwindenden 
Gripen x, %,..., Ue, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen Null 
konvergieren, und von zugehirigen beschrinkten Linearformen A,(x), A5(%),-.- 
derart, dap die Polarititsrelationen 


Apy(.) V(., +) Ap(>) = Hp» 

A,(.)A(.,+)Aq(.) = 9, (p+ q) 
erfiillt sind, und dap ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar- 
stellung 

K(@) = A*(#) + 4,7(@) +--- 


gestattet. 


Unter einer Hermiteschen Form der unendlich vielen Variabeln 2,, 


Hy,» +> Yay Yo)» Verstehen wir eine Bilinearform dieser Variabeln von 
der Gestalt 


H(a, y) = = hate, 
4 


deren Koeffizienten h,, komplexe der Bedingung 
Nigg = Kpg F189 = Neg = Kay — 8 op 

geniigende Grdfen sind. Stellt sowohl Real- wie Imaginirteil von H(z, y) 
eine vollstetige Funktion der reellen Variabeln 2, %,..., Y,,Y2,--+ dar, 
so lassen sich reelle, im Endlichen nirgends sich verdichtende Werte 
11,49)... — die Higenwerte von H — und zugehérige Linearformen mit 
komplexen Koeffizienten L,(x), L,(a),... — die Higenformen von H — 
finden, so dah 


@9) =L@L,y) + L@) Ly) + 


H(,y) == ae 1 ts ee Cd aie 
wird, und da8 die Orihoponaliter iver: chariee 
L()L0)=1, LpWL,() =9 (p+ 
erfiillt sind; die horizontalen Striche deuten die Vertauschung von @ mit 
—i an. — Der Beweis dieser Tatsache kann analog wie unten der Be- 


weis des spezielleren Satzes 39 gefiihrt werden. 


Nehmen wir die Koeffizienten der Hermiteschen Form rein imaginar 
an und unterdriicken alsdann den Faktor 7, so entspringt die schief- 
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symmetrische Form; unter einer schiefsymmetrischen Form verstehen 
wir mithin eine Bilinearform der Variabeln 2,, 2,..., Y,,Yo,--. von der 
Gestalt 


S(a, y) = E> sah ? 
(2; 2) 


deren Koeffizienten reelle der Bedingung 


Sq = — Syn) Spp = 0 
geniigende GréBen sind. Die vorhin fiir eine Hermitesche Form aus- 
gesprochene Tatsache driickt sich fiir den besonderen Fall der schief- 
symmetrischen Form, wie folgt, aus: J 

Satz 39: Wenn die schiefsymmetrische Form S(x,y) vollstetig ist, so 
gibt es ee orthogonale Transformation der Variabeln 


Hy, Uy, U3, Ly, -- 


Bi, £1; Ee, &', - 
so daB, wenn die Variabeln ¥,, Yo; Ys Ya, --- mittelst derselben orthogonalen 
Transformation simultan in die Variabeln y,, Ny’, Ne, No, tibergehen, die 
Form S die Gestalt 


S(a, y) = hy Erm’ — €1 m1) + he (Eee — 85°) + -- 
erhdlt; dabei sind k,, k,,... Groépen, die, falls sie in unendlicher Zahl 
vorkommen, Null als einzige Verdichtungsstelle besitzen. 

Zum Beweise betrachten wir 2S(a,y) als quadratische Form der 
unendlich vielen Variabeln 2,, ;, 2», Yo,--- und erkennen sodann aus 
Satz 385 das Vorhandensein von GréBen k,, k,,... und zugehdrigen Linear- 
formen L,(a,y), L,(2, y),... jener Variabeln, so dak 


2S (a, y) = ky, (L, a, y))? + hy (Le (a, y))? +++ 


im die neuen Variabeln 


und 
(2, x) 5 (Y, y) = (L, (2, y))? ao (L, (2, y))” ra, 
wird. Mit Riicksicht auf die Higenschaften der schiefsymmetrischen Form 
S(a, y) Ta ae SY, x), 
S(a, Y) == ae S(— x, Yy) 
folgt leicht, daB in der obigen Darstellung fiir 2S(a,y) zu jedem k,, Ly 
stets noch die Higenwerte und zugehérigen Linearformen 


ky —=— ky, Ly (@, y) = Ly(y, £), 
Kon iat ol ky , De, Y) =e Ly(— x, Ys 
Kom aba 4 ky a k, Tbe (a, y) a Lyle a, y) i Ly (Y, ae x) 


vorhanden sein miissen, deren Vereinigung in der Darstellung von 28(a, y) 
die Glieder 


ky {(Lp(@, y))? — (Lply, ©)? — (Lp (— @, y))” + Lr — 9") 
1i* 
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und in der Darstellung von (a, x) + (y,y) die Glieder 
(L,@, y)) aN (Ly, a) ie (L,(— x, y)) an (LLY, i x))* 
liefert. 
Setzen wir nun fiir jedes solche Quadrupel 


y(t 9) = 5 (Ona) + Op); 


wo O,(z) eine lineare Form von 2,, 7,... und O,’(y) eine lineare Form 
VON Y;, Yo)--- ist, so gehen die obigen Darstellungen tiber in 


S(a, y) = > hip( Op) Op (y) ~ Op’ (@) OpY)) , 


(a, 2) + YY) = COp@Y? + (Ov my? + (Op)? + (OW), 
und da L,(2,y), L,(a,y),... zueimander orthogonal sind, folgt leicht 
auch die Orthogonalitét der Formen O,, O,,..., O,', Oy’, ...; mithin be- 


era by = Onl), “by = Of (2) 
eine orthogonale Transformation von der verlangten Beschaffenheit. 

Aus dieser Darstellung folgt durch eine einfache Uberlegung, wie sie 
spiiter ihnlich angestellt werden wird (S. 171), dab die aus (x, y) — 2S(a, y) 
entspringenden inhomogenen Gleichungen eindeutig lésbar sind, aufer 
4 v 
ky ? ky INS 
Form S(a,y) haben die homogenen Gleichungen eine nicht identisch ver- 
schwindende Lésung, und zwar ist die Anzahl der voneinander unab- 


wenn A= ist; fiir diese rein imaginaéren Higenwerte der 


hingigen Lésungen stets endlich. 


Was schlieBlich die Theorie der Bilinearform betrifft, so sehen wir 
zuniichst ohne Schwierigkeit foleende Tatsachen ein: 

Wenn die Bilinearform A(z, y) eine vollstetige Funktion der unend- 
lich vielen Variabeln 2, %,..-, Y%, Y2)--- Garstellt, so ist, wenn A, den 
mten Abschnitt der Bilinearform A bezeichnet, fiir jedes Wertsystem der 
unendlich vielen Variabeln 


LL A ay Ae, 2) Ti At. ,t)A(., 2), 


und zwar im Sinne gleichmiBiger Konvergenz, d. h. es ist 
(92) |A(.,@)AC,#) — 46,2) ACs) Sens 
wo é, gewisse von den Variabeln z,,“,,... unabhingige, mit unendlich 
wachsendem » gegen Null abnehmende Gréfen sind. Daraus folgt, dab 
die quadratische Form A(.,2)A(.,«) stets vollstetig ist, wenn die Bilinear- 
form A(z, y) vollstetig ist. 

Eine Bilinearform A(z, y) ist stets vollstetig, wenn die quadratische 
Form A(.,#)A(.,x) vollstetig ist, also beispielsweise gewif, wenn die 
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Summe der Quadrate der Koeffizienten von A endlich bleibt. In der Tat, 
fassen wir von A(a#,y) als quadratische Form der Variabeln 2,, a,,..., 
Y15Yo,--- auf, so folgt aus der Ungleichung 


| A(z, y) | ss VAC , 0) Al ,@), 
durch die in 4. und 5. (S. 152) angewandte SchluBweise, daB A(z, y) voll- 
stetig ist. 

Diesen Abschnitt wollen wir mit der reece eines Satzes be- 
schlieBen, der — wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird — auf 
die einfachste Weise zur Auflésung der Integralgleichungen zweiter Art 
mit unsymmetrischem Kern verwandt werden kann; derselbe lautet: 


Satz 40. Wenn 


A(g, y) 7 Stoo 
P,4g 


eine vollstetige Bilinearform der wnendlich vielen Variabeln 21, %, ..., 
Yi; Yo,--- ist, so haben gewif entweder die unendlichvielen Gleichungen 

(1 + 44 1)%, + Qye% +--+ = 4, 
(93) Ay, % + (1 + Age) %y + +++ = a, 
fiir alle miglichen Grofen a,, d,,... mit konvergenter Quadratsumme eine 
eindeutig bestimmte Lisung «,, %,... mit konvergenter Quadratsumme 
— oder die entsprechenden homogenen Gleichungen 

(1 + 1) 2, + 2% +---=9, 
(94) Ag, X, + 1 + Gyo), +---= 0, 
lassen eine Lisung 21, %,... mit der Quadratsumme 1 2u. 


Zum Beweise betrachten wir zuniichst irgendein System von w line- 
aren Gleichungen und » Unbekannten mit nicht verschwindender Deter- 
minante von der Gestalt 


by, Uy ai ee 48 Dyn Ln fae fo 


Oa es ees =b.. 
Bezeichnen £,,..., B, die nee dieser Gleichungen, so ist 
OF Bers acs Di nBn)” Wee 38 (Oni Bi si aes bea Bae 
a by (0, By laps re 6, ,B,) She pas b, Oni B, i) ae Ra BamBrn) » 
und folglich wird 
pees eRe) tect AE (Oey Bi Breer ern, Pa i 
SVB PB Gribs + + Oar) Eos + Cin Hort + Bandy) I 


Nunmehr sei m das Minimum der quadratischen Form 
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(O:,%, +-- Dig Ua) aha Pinte nn Cet me Ban Fn) 
bei der Raat 
(95) e+e ta 
und M das Maximum der quadratischen Form 
(Oger tO) ae er (Oi Cet ee lay ee) 
bei derselben Nebenbedingung: dann folgt aus der vorigen Ungleichung 
die Ungleichung 


M 
(96) (Pw a dh Se epee TOE or 
Wir wenden dieses Resultat auf die Gleichungen 
c TaD Tinta 


(97) 

On 2 + ay: (1 2 ee =O; 
an und bezeichnen zu dem Zwecke mit m, das Minimum der quadra- 
tischen Form 


(CL A ayy) hv Hyg By)? bo Gant Ho + + Oy) ey)” 
bei der Nebenbedingung (95) und mit M, das Maximum der quadratischen 
Form 

(Gy gee ee staid, Jona One ota ecl eras 
bei derselben Nebenbedingung. 

Wegen der vorausgesetzten Vollstetigkeit der Bilinearform A(z, y) 
ist die quadratische Form der unendlich vielen Variabeln a,, 2, . 

(CL + ayy) ay + gy Be ++)? + (My 9% +L + Ogg) +--+)? + 
gewiB eime beschrinkte Form, und daraus ersehen wir, da auch die 
Maxima M, unterhalb einer endlichen, von  unabhingigen GréBe M 
bleiben. 

Was die Minima m, betrifft, so sind zwei Falle zu unterscheiden: 

Erstens gebe es unendlich viele », fiir die die Minima m, simtlich 
groBer als eine feste positive GroBe m sind: dann sind fiir solehe n die 
Gleichungen (97) lésbar, und es folgt aus (96), daB die Quadratsumme 
ihrer Losungen unterhalb der endlichen von m unabhiingigen GréBe 


(08) (4, 4) x2 
liegt. 
Bezeichnen wir nun fiir solche » mit 
OO ee 
die Lésungen von (97), so kénnen wir aus jenen » nach dem yon uns 
oft angewandten Verfahren solche ganzen Zahlen n,,n,,... herausgreifen, 


daB die Grenzwerte 
oa Ty Oh) Com Fo) a 
h=c 


h=o0 
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existieren; die GroéBen o,, w,,... haben eine ebenfalls unterhalb der Grenze 
(98) hegende Quadratsumme und miissen wegen der Vollstetigkeit der 
Linearformen 
Apy®y TF Apg% ++ *- 

gewiB jede der Gleichungen des vorgelegten Systems (93) befriedigen. 

Zweitens mogen die Minima m,, m,,... gegen Null konvergieren; 
die Werte der Variabeln mit der Quadratsumme 1, fiir welche diese 
Minima eintreten, seien 


2 u®, a} i, ™. 
Nun ist 


(a + Oy 1), or A + Gy nL)? aN et ts CAE ie a a (1 se Onn) By)” 


a cA ? 2) A, (.»#) = 2A, (a, a) Gi (2, 2) y 
und folglich 


(99) LA wl) ALC ? uw”) a ZA, (u, a) a 1 i m, E 


Nun denken wir uns wieder eine solche Reihe ganzer Zahlen n,, ”,,..- 
herausgegriffen, da8 die Grenzwerte 


By = L Uy", Ue gi L U0, . 


existieren; die GréBen u,, u,,... gentigen dann der Bedingung 
(100) (u, w) <1. 
Mit Riicksicht auf (92) und wegen der Vollstetigkeit der quadratischen 


Form A(z,) folgt aus (99), wenn wir darin m, an Stelle von m ein-; 
setzen und zur Grenze h = oo iibergehen, 


(101) A(.,W) AC, w) + 24(u, w) + 1 = 0. 

Wir betrachten nun die quadratische Form 

(CL A Gy), + My. % + +++)? + (Ma % + 1 + Gy9) 0 +--+)? 
= A(.,2)A(.,2) +2.A(0, 2) + (2, 2); 


da dieselbe positiv definit ist, so folgt insbesondere 


(102) 


(103) A(.,w)AC.,u) + 24(u, w) + (u,v) 29; 
hieraus entnehmen wir wegen (101) 
(u, w) 2 1; 


mithin ist wegen (100): 
(u, 1) =1. 
Nunmehr erkennen wir wegen (101), daB auch 
A(.,w)A(.,m) + 2A(u, w) + (4, uw) = 0 
ist, dh. im Hinblick auf (102), die GréBen wy, Wy,... befriedigen die 
homogenen Gleichungen (94). Damit ist gezeigt, daB stets mindestens 
einer der in Satz 40 unterschiedenen Falle stattfindet. 
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Wenn die homogenen Gleichungen (94) eine Lésung mit der Quadrat- 
summe 1 besitzen, so kénnen die durch Transposition entstehenden in- 
homogenen Gleichungen 


(CL + O11) %, + 91% +--+ = 4, 
(104) Oyo, + (1 + Gg) ty ++-- = Gy, 
gewif nicht fiir alle a,, a,,... mit endlicher Quadratsumme eine Lisung 


von endlicher Quadratsumme besitzen, da ja zwischen ihren linken Seiten 
eine lineare Identitat besteht: es miissen daher dem eben Bewiesenen zu- 
folge alsdann die transponierten homogenen Gleichungen 


(1 F O43) % + Gq %y f° - =O, 
(105) Qyo%, + (1 + Gy9) a ++ = 0, 


eine Lésung mit der Quadratsumme 1 zulassen. Also kénnen die in 
homogenen Gleichungen (93) gewiB nicht fiir alle a,, a,.... eine Lésung 
mit endlicher Quadratsumme besitzen; daher schleBen sich die beiden 
Falle des Satzes 40 wirklich aus, und die Lésung im ersten Falle ist ein- 
deutig. Damit ist der Beweis fiir unsern Satz véllig erbracht. 

Um die Mannigfaltigkeit der Lésungen der homogenen Gleichungen 
(94) festzustellen, haben wir nur notig, die in Kapitel XI entwickelte 
Theorie der orthogonalen Transformation der quadratischen Formen auf 
die Form (102) anzuwenden. Da A(.,7)A(.,x) und A(a, x) vollstetige 
quadratische Formen sind, so ist dies auch die Form 

A(.,%)Al.,a) + 2A(a, x); 
dieselbe besitzt daher den Wert —1 héchstens als Eigenwert yon end- 
licher Vielfachheit; mithin besitzt die quadratische Form (102) den Wert 
oo nur als Kigenwert von endlicher Vielfachheit, d. h. es gibt eine ortho- 
gonale Transformation der Verinderlichen 7,, %,... in a, %,..., SO 
daB jene quadratische Form (102) die Gestalt 

Oe el ae io tee 
erhalt, wo k,,,, k,,,,... lauter positive, von Null verschiedene, gegen 1 
konvergierende GréBen und e eine endliche ganze Zahl bedeuten. Die 
Lésungen der homogenen Gleichungen (94) erhilt man aus 


(A AA _> a Mad: / het 
Bem Uy ey a Oe gO meee 
wo u,,..., u, Willkiirliche Konstanten sind, und wir ersehen daraus, dai 
es nur eine endliche Anzahl, und zwar genau e linear unabhiingige 
Lésungen von (94) gibt. 
Wir erkennen ferner, daB, wenn e die genaue Anzahl der linear un- 


abhingigen Losungssysteme der homogenen Gleichungen 
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(106) L,(@) = By + Op, %, + Apy%++-+=0, (p= 1,2,...) 
sind, zwischen den Linearformen L,(x), L,(x),... genau e voneinander 
unabhingige lineare Identitiiten von der Gestalt 

(107) BOL, (a) + Bo L,(x) +-+-=0, (yao Se Ep 


bestehen miissen, wobei die Koeffizienten 6,”, 6,” ... im diesen Identi- 
titen eine endliche Quadratsumme besitzen, und ferner, da die inhomo- 
genen Gleichungen (13) 


Bp “+ Wy Ay, + LaMpq +++ = Gp, (p= Wea ge) 
nur dann und stets dann lésbar sind, wenn die Gréfen a,, a,,... die 
e Bedingungen 
(108) B,Ma, + Boa, +---=0, Chisel om ey 
erfiillen. 


In der Tat, es sei wie oben e die genaue Zahl der linear unab- 
hangigen Lésungen der homogenen Gleichungen (106) und f die Zahl der 
yoneinander unabhingigen Identitéten von der Gestalt (107): dann lassen 
sich aus den Variabeln 2,,2,,... gewi8 e solche auswahlen, daf die 
Gleichungen (106) keine Liésung mehr besitzen, bei der die ¢ ausgewahl- 
ten Variabeln samtlich Null sind; wir bezeichnen die iibrigbleibenden 
Variabeln mit 2,/, z,,.... Ware nun f>e, so miiften sich aus den 
Linearformen L,(x), L,(#),...e solche aussuchen lassen, die lineare Kom- 
binationen der iibrigen sind, wahrend die iibrigbleibenden unendlich vielen 
Linearformen, die mit L,'(x), L,'(v),... bezeichnet werden mégen, gewib: 
noch einer linearen Identitiit von der Gestalt 
(109) B,D,’ (#) + B. Ly (2) +--+: =9 
gentigen, wo die Koeffizienten (,, B,,... eine endliche Quadratsumme 
haben und nicht simtlich Null sind. Wir setzen nun in den Linear- 
formen L,’(x), L,'(a),... die vorhin ausgewahlten ¢ Variabeln Null und 
bezeichnen die so entstehenden Linearformen der Variabeln 2,', 2... 
mit L,/(a’), L,/(a’),.... Endlich bestimmen wir irgendwelche GréBen 
G,, dy,... mit endlicher Quadratsumme, fiir welche 


(110) By 4, + Body +-+-+ 90 


austallt. 
Wir betrachten nun das Gleichungssystem 


Ly (#7) = a, 
(111) DL, (4) = Gy, 


mit den Unbekannten «,', a,’,...; dasselbe nimmt bei geeigneter Anord- 
nung der Gleichungen wieder die Gestalt des Gleichungssystems (93), 
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an. Wir sehen dies am leichtesten ein, indem wir zum Gleichungs- 
system (106) den zugehérigen Bilinearausdruck 


(112) YrLy(2) + Yo Lg(#) +--+ = (4%, y) t Ay) 
bilden; darin ist A(z, y) eime stetige Bilinearform der Variabeln 2, 
Bay +++) Ut>Y,---+-» Der entsprechende Bilinearausdruck fiir das Gleichungs- 


system (111) 

yy Ly (H") + Yo! Ly’ (#) +++ 
entsteht dem Obigen zufolge, indem wir in (112) gewisse e von den Va- 
riabeln x,, %,... und gewisse e von den Variabeln y,, y.,... Null setzen 
und die tbrigbleibenden Variabeln mit 2,/,%,',... baw. y;/, y,... be- 
zeichnen. Hierbei verwandelt sich nun (x, y), wenn wir noch ndétigenfalls 
gewisse Produkte w,’y,/ in endlicher Anzahl addieren, in 


(a, y') = Tas a Ke Vs eee Ry 


und da sich zugleich A(z, y) in eine vollstetige Bilinearform der Variabeln 


Uy, Ly +++) Ye Yo ,~-- Verwandelt, so haben wir 

WL @) + Lie) +--=@y)+a@y), 
wo A’(x’, y’) gewiB ebenfalls eine vollstetige Bilinearform von 2,’, 2,'..., 
4, Yg --. wird; daraus folgt die behauptete Gestalt des Gleichungssystems 


(111). Aus (109), (110) erkennen wir, da8 das Gleichungssystem (111) 
keine Lésung besitzt; da aber das aus ihm durch Nullsetzen der linken 
Seiten entstehende homogene Gleichungssystem ebenfalls keine Lésung 
zulaBt, so zeigt dieser Widerspruch mit dem Satze 40 (S. 165), daB 
die Annahme f > e unzutreffend war. Da die Anwendung des eben Be- 
wiesenen auf das transponierte Gleichungssystem zeigt, da auch e>f 
unzutreffend sein mu, so ist notwendig e=/f. Zugleich erkennen wir 
auch die Richtigkeit der letzten oben gemachten Aussage. 

Bei der Voraussetzung da A(w,y) eine vollstetige Bilinear- 
form ist, kommen also dem Gleichungssysteme (93) alle wesent- 
lichen Higenschaften eines Systemes von endlich vielen Glei- 
chungen mit endlich vielen Unbekannten zu. — 

Zum SchluB mébge noch gezeigt werden, mit welch iiberraschender 
Hleganz und Hinfachheit der Satz 40 ohne irgendeine neue Kon- 
vergenzbetrachtung bewiesen werden kann, indem man sich der Siatze 
35 und 39 bedient. 

In der Tat, aus Satz 39 leiten wir sofort folgende Tatsache ab: 

Hilfssatz 6. Wenn x,, %,... eine unendliche Reihe positiver GréBen 


ist, die gegen 1 konvergieren und 


S(a, y) ae ety: 
(P; 9) 
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eine vollstetige schiefsymmetrische Form der unendlich vielen Variabeln 


By, Uy ++ +) Y4y Yg,--- bedeutet, so gibt es stets eine vollstetige Bilinear- 
form T(a,y) der namlichen Variabeln, so dah 
(118) {x(@,.) +8@)} (GN + Toy} =GY) 


wird, wo x(#) die quadratische Form 
(L) = 0,057 + He hy? >: - 


bedeutet. Die Relation (113) ist damit gleichbedeutend, daf das Gleichungs- 
system 


HX + Si9L_ + 53% + =H, 
(114) Sy4% + % Hq + Sgg%3 +--+ = Yo, 
S34%, + S39X%q + %3%y + +++ = Ys; 
die Auflésungen 
0 T(x, y) 
Ly = ie meng aoe? 
01 (a, y) 
de = Yo + ae ? 
besitzt. 
Zum Beweise setzen wir in S(a, y) 
1 in 1 ; 
a ra yee sey 


1 , Lee hates 
Ie gk} Y2 Vane? 
ein und erhalten dann eine schiefsymmetrische vollstetige Form S’(#’, y'), 


wihrend x(x) in (a’, 2’) tibergeht. Aus (114) wird ein Gleichungssystem 
von folgender Gestalt 


, , 7 a 

Ly + 89K; hee + ..+ = y,®, 

, , Z 5 A ee e 

(115) S910, + Hq + 595% + °° = 4%") 
S101 + S59 Uo +43 +-°- =", 


Fiihren wir nunmehr in 9’ nach Satz 39 die orthogonale Transformation 
aus, so geht das zu S’ gehérige Gleichungssystem (115) in ein Gleichungs- 
system von folgender Gestalt tiber: 


E+he =m, 
Shee ey =, , 
Eo + hgés = Ne, 
pee es — a 
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Dieses Gleichungssystem besitzt, wie man sieht, die Auflésungen 


OT (§&', 777) 

Speen Gale 
7 OT (§&, n1’) 
bs = ny Pe ot 
gobs F: oT (8, n1’) 
S23 — Yo 0k, o) 
¢ / se- he | OMm(Esa nn») 
$2 No \: ote <niag 


5) 
wenn 


zi Z. ke,” 4 E 
T(E8, ny) = — iz i (Erm + 8 m1) — 1 m2 Gate + $9 %2) =: 


k, , r k , jaa 
eee (E.m° — §)° m1) — eau ae (2% — £5 Na) — 


gesetzt wird. Da die GréBen k,, k,,... gegen Null konvergieren, so ist 
T eine vollstetige Form. 

Die Riickkehr zu den Variabeln 2,’, %,..-., Y,, Yo,--- und von 
diesen zu den urspriinglichen Variabeln 2, %,..-., Y,, Yo,---, Wobei aus 


T die Form 7 entsteht, lehrt die Richtigkeit des Hilfssatzes. 


Um nunmehr Satz 40 zu beweisen, bedenken wir, daf das Gleichungs- 
system (93) in Satz 40 seine Gestalt behalt, wenn wir auf die Variabeln 
Xy, %y,... irgendeine orthogonale Transformation ausfiihren und zugleich 
entsprechend die linken Seiten jener Gleichungen orthogonal kombinieren, 
da dies ja auf eine simultane orthogonale Transformation beider Variabeln- 
reihen in A(z, y) hinausliuft. Der Einfachheit halber nehmen wir an, 
es sel bereits eine solche orthogonale Transformation der Bilinearform 
A(a, y) ausgefiihrt, daB die aus A(z,y) durch Gleichsetzung der beiden 
Variabelnreihen entspringende quadratische, vollstetige Form A(z, ”) nur 
die Quadrate der Variabeln enthalt und demnach in der Gestalt 


A(x, ©) = o,%,7 + 2," + - 


oder 
(116) A(z, y) + ACY, &) = 2(a% 14, + HX Yo + ++) 
erscheint. Da hierin @,, @,,... gegen Null konvergierende Gréfen sind, 


so gibt es gewif nur eine endliche Anzahl unter ihnen, die < — 1 ausfallen; 
es sei etwa € eine ganze Zahl, so daf 


(117) G4) > — 1, (p= 12,5.) 
ausfallt. 


Alsdann sondern wir von den Gleichungen (93) in Satz 40 zunichst 
die ersten ¢ Gleichungen ab und schreiben die tibrigeu in der Gestalt: 
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(G55 44 sie) pee ae Giese Tt = Gott) 
(118) O19 ett Vep 1 (CAE > 1) 2,45 Shake at dee 
wobei zur Abkiirzung 
Geo, eee Cea ete Men 


(119) Yose = Ug — %y91%y — °° * — Ueta,e%e» 
gesetzt ist; diese Gleichungen (118) sind dann, da wegen (116) 
Oipg + Mp = 9 (p+ 4) 


DP pa. Op 
wird, mit Riicksicht auf (117) von der Gestalt (114) und gestatten dem- 
nach die Anwendung des vorhin bewiesenen Hilfssatzes. 
Diesem zufolge gibt es eine vollstetige Bilinearform T(z, y) der 
Variabeln 2,41, Usg>->+> Yout Yess» -- Aerart, dab die Gleichungen (118) 


die Auflésungen 
OL 
Vest an Yost or Crane 


120 OT 
( ) = Yore ts Oke 


besitzen. Tragen wir diese aeriatiisa unter Beriicksichtigung der 
Werte (119) von Y,,15 Y-42)-++ in die e ersten vorhin abgesonderten Glei- 
chungen des vorgelegten Systems (93) ein, so entsteht ein System von 
e Gleichungen mit den e Unbekannten 2,,..., ”,, wie folgt: 


Ler oa -+ #,,¢,=F,, 


(121) 
ie ae ae ne. a E,, 
wo E,,..-, H, homogene Linearformen von 4, d,... sind, wihrend 


15 Fee E,, in bekannter Weise durch die Koeffizienten von Nes y) sich 
ausdriicken. Haben nun diese Gleichungen Lisungen 2,,..., @,, so be- 
rechnen sich daraus vermége (119) und (120) die Werte %,,,, U49,--- 
und wir gelangen so zu den Lésungen des urspriinglich Gots 
Gleichungssystems (93); im anderen Falle lassen sich gewiB die homo- 


genen Gleichungen 
oe eaten 0 
Eye, peace oe E, ,t, = 


durch solche Werte «,,..., 2, befriedigen, die nicht alle Null sind; neh- 
men wir alsdann an Stelle von a,,a,,... tiberall die Werte Null, wodurch 


in der Tat E,=0, ..., #,=9 
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wird, so gelangen wir vermége (119) und (120) zu solchen Werten 
Hei4) L49,+-+, die zusammen mit den gefundenen 7,, ..., x, ein Lésungs- 
system der homogenen Gleichungen (94) in Satz X ausmachen. 

Damit ist Satz 40 vollstaindig bewiesen. 

Da oben auch der Satz 39 iiber die schiefsymmetrischen Formen 
lediglich mit Hilfe des Satzes 35 tiber die orthogonale Transformation 
vollstetiger quadratischer Formen ohne irgendeine neue Konvergenz- 
betrachtung bewiesen worden ist, so ergibt sich, daB auch die Theorie 
der Gleichungen von der Gestalt (93) und damit tiberhaupt die Theorie 
der vollstetigen Bilinearform lediglich auf die Theorie der orthogonalen 
Transformation vollstetiger quadratischer Formen ohne neue Konvergenz- 
betrachtungen begriindet werden kann — eine bemerkenswerte Tat- 
sache, die der Theorie der vollstetigen Formen von unendlich 
vielen Variabeln eine wunderbare Durchsichtigkeit und Hin- 
heitlichkeit verleiht. 


Fiinfter Abschnitt. 


Neue Begriindung der allgemeinen Theorie der 
linearen Integralgleichungen. 


In den folgenden Kapiteln XHI—XVI wollen wir die in den Kapiteln 
XI—XII entwickelte Theorie der linearen, der quadratischen und bilinearen 
Formen mit unendlich vielen Variabeln auf die Theorie der linearen 
Integralgleichungen anwenden. Es werden durch dieses neue einfachere 
und durchsichtigere Verfahren nicht nur alle bekannten Resultate itiber 
Integralgleichungen wieder gewonnen werden, sondern es gelingt auch 
die Theorie der Integralgleichungen wesentlich auszudehnen und zu yer- 
vollkommnen. — Weiterhin entsteht dann die Aufgabe, die Methode der 
unendlich vielen Variabeln direkt ohne Vermittlung der Integralgleichungen 
in die Theorie der Differentialgleichungen einzufiihren. 


Dreizehntes Kapitel. 
Die Integralgleichung mit unsymmetrischem Kern. 


In Kapitel XI*) haben wir den Begriff ,,vollstetig“ fiir eine Funk- 
tion der unendlich vielen Variabeln a,, x, ... definiert?): wir nennen 


1) Die in Kapitel XI und diesem Kapitel XIII angeregten Fragen aus der Theorie 
der Funktionen von unendlich vielen Variabeln habe ich in meiner Abhandlung: 
Wesen und Ziele einer Analysis der unendlich vielen Variabeln, Rendiconti del Circolo 
matematico di Palermo t. XXVII (1909), weiter ausgefiihrt. 

2) In dem ursprtinglichen Abdruck meiner ,,fiinften Mitteilung“ hatte ich an 
Stelle des jetzt durchweg gebrauchten Wortes ,,vollstetig't das Wort ,,stetig“' eingefiihrt. 
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somit eine Funktion F(2,, 2,,...) der unendlich vielen Variabeln 7,, 25, ..- 
fiir ein bestimmtes Wertsystem derselben vollstetig, wenn die Werte 
von F(a,+ &, %+ %&,-.-..) gegen den Wert F(a,, ”,,...) konvergieren, 


wie man auch immer ¢,, &,... fiir sich zu Null] werden labt, dh. wenn 
UP Get ern et by. == LH Ly, =.) 
Syed On goa — Owe nize 
wird, sobald man ¢, &,... irgend solche Wertsysteme «,”), 6, ... 


durchlaufen lift, da’ eimzeln 
Le @= 0, La = 0; 
h=oo h=co 


ist; dabei sind die Variabeln stets an die Ungleichung 
Hr+ ar +---<1 
gebunden. 

Wenn eine Funktion fiir jedes dieser Ungleichung gentigende Wert- 
system der Variabeln stetig ist, so heife sie schlechthin volistetig. Hine 
solche Funktion bleibt, wie man unmittelbar durch das bei endlicher 
Variabelnzahl angewandte Verfahren erkennt, fiir alle Werte der Variabeln 
absolut genommen unterhalb einer endlichen Grenze und besitzt stets ein 
Maximum. . 

Wenn wir in der Funktion F' den Variabeln 7, ,,, 2,42, --- samtlich 
den Wert 0 erteilen, so heife die so entstehende Funktion der » Variabeln 
dy, +-., @, der n-te Abschnitt von F; derselbe werde mit ['], oder 
mit EF’, bezeichnet. 

Ist F eine vollstetige Funktion von 2,, 7,..., so konvergiert das 
Maximum von 

| Beak, | 
mit unendlich wachsendem » gewiB gegen Null. Im entgegengesetzten 
Falle namlich miiBte es unendlich viele Wertsysteme 
a, a”, . 
geben, so daf die Ditterenz 
(1) bE ae) — F(a), 
fiir alle  oberhalb einer von Null verschiedenen positiven Grofe ausfallt. 
Wiihlen wir aus jenen Wertsystemen nach einem im 4. Abschnitt oft an- 
gewandten Verfahren solche unendlich viele Wertsysteme 
b= aye, db. = agi, 
aus, dab 
TRS 7 by, Lb,” = b,, 
h=o h= 0 


existiert, wo b,, b,,... gewisse Werte bedeuten, so ist wegen der Voll- 
stetigkeit der Funktion L’ 
(2) LE(™) = F(0). 


h=oo 
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Setzen wir nun allgemein 

= b, (p<n,), 
0, = 0 (¢ >), 
so ist 
Le = b,, ; L c) = be, 


h=c 
und folglich auch 
(3) LE (C®) = L Fn, (0) = FO); 

h=o h=o 
die Grenzgleichungen (2), (3) widersprechen aber der obigen Annahme, 
wonach (1) stets oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GréBe 
ausfallen sollte. 

Aus der eben bewiesenen Tatsache, daf das Maximum von F — F, 
mit unendlich wachsendem » gegen Null konvergiert, folgern wir leicht 
folgende Sitze: 

1. Die Abschnitte (a) einer vollstetigen Funktion F(x) konvergieren 


gleichmdapig fiir alle x,, %, ... gegen F(x). 
2. Ist F(x,, %,...) eine vollstetige Funktion von 2,,4,. . und 
werden #,(&), #,(&),... solehe vollstetige Funktionen der endlich vielen 


oder unendlich vielen Variabeln &,&,..., daB stets 
(2, (&))? + (6)? ++--<1 
ausfallt, so geht # in eine vollstetige Funktion der neuen Variabeln 
iiber. Insbesondere geht daher eine vollstetige Funktion durch orthogonale 
Transformation der Variabeln wieder in eine vollstetige Funktion iiber. 
Wird allgemein 
F(a, (6), %5(6), ...) = Fw), 
Te (6), ack, x,,(§)) =, Gey) 
gesetzt, so konvergiert die Funktionenreihe 
Fe), Fy(@@), --. 
gleichmipig fiir alle § gegen F(x (&)). 
3. Ist insbesondere eine vollstetige Linearform 
Lie) = 1,2, + 454---- 
vorgelegt, so ist der nte Abschnitt nichts anderes als die Summe der » 
ersten Glieder der unendlichen Reihe rechter Hand. Nach Satz 1 kon- 
vergiert diese Summe mit wachsendem » gleichmibig fiir alle 2,,a,.... 
gegen L(x). Die Konvergenz jener unendlichen Reihe ist zugleich eine 


absolute; denn wenn wir die Variabeln z,, 7,,... in irgendeiner anderen 
Anordnung mit 2’,, #,,... benennen, so miissen nach 1, da L(«) 
in eine vollstetige Funktion von a’,, #,,... tibergeht, die dieser neuen 


Benennung entsprechend gebildeten Abschnitte der Funktion L(a), d. h. 
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die Summen der m ersten Glieder der entsprechend umgeordneten unend- 
lichen Reihe, ebenfalls gegen den Wert L(«) konvergieren. Ebenso lehrt 2, 
da, wenn. wir an Stelle von 2,, 7%, ... stetige Funktionen von endlich 
Belen oder unendlich vielen Variabeln &,, &,... setzen, die der Bedingung 
(2)? + (6)? +---<1 
gentigen, die Reihe 
L(w®) = 10, (8) + hag 8) + : 
gleichmafig und absolut konvergiert. Wegen des linearen und homogenen 
Charakters von L(x) kann jene Bedingung auch durch die Bedingung 
(%6)+@eéyPr+---<M 
ersetzt werden, wenn M irgendeine von den Variabeln &, £,... unab- 
hangige Grd8e bedeutet. 


Die in 3 aufgestellten Behauptungen sind auch leicht direkt be- 
weisbar. 


Als Bindeglied zwischen der Theorie der Funktionen und Gleichungen 
mit unendlich vielen Variabeln, wie sie im vierten Abschnitt entwickelt 
ist, und andererseits der Theorie der Integralgleichungen, die doch Rela- 
tionen fiir Funktionen einer Variabeln s ausdriicken, bedarf es irgend- 
eines Systems von unendlich vielen stetigen Funktionen 


®,(s), B,(s), ... 
der Variabeln s, die im Intervalle s =a bis s =} die folgenden Higen- 
schaften erfiillen: 


I. die sogenannte Orthogonalitdts-Eigenschaft: 


[®,(9)®,(s)ds = 0 (+4); 
(4) es 
Nie ds= =o 


II. die Vollstandigkeits-Relation, die darin besteht, daB identisch 
fiir jedes Paar stetiger Funktionen u(s), v(s) der Variabeln s 


OOS ds = f(s) ®,(s)ds [v(s) O,(s)ds 


b b 
+ fu(s) ,(s)ds { v(s) @,(s)ds +.-- 
wird. 
Wir bezeichnen ein solches System von Funktionen ®,(s), ®,(s), .. 
als ein orthogonales vollstindiges Funktionensystem fir das Inter 


Vall s== a bis s = 0. 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 12 
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Ist w(s) irgendeine im Intervall s=a bis s=6 stetige Funktion 
von s, so mégen die Integrale 


i de ®,(s)ds, fu (s) ®, (s)ds, 


die Fourier-Koeffizienten der Funktion u(s) in bezug auf das 
orthogonale vollstindige Funktionensystem ®,(s), ®,(s),... heiBen und 


kurz bzw. mit ; 
{u(*)}1, (U(*)}o, 


bezeichnet werden, so daf allgemein 


{u(*)}, = fu, (s)ds, (pica 15 2) 


ist. Bei Benutzung dieser Bezeichnungsweise nimmt die obige Voll- 
stindigkeits-Relation die Gestalt an: 


(5) fulsyo(s)ds = {uw}. (o)}i + (u@)jole)}e+ 


Um fiir ein gegebenes Intervall s=a bis s=b6 ein orthogonales 
vollstindiges Funktionensystem zu konstruieren, bestimme man zuniachst 
irgendein System von stetigen Funktionen 

P,(s), Ps(s), ++; 
die die Higenschaft besitzen, daB fiir eine endliche Anzahl von ihnen 
niemals eine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten besteht, und 
die tiberdies von der Art sind, daB, wenn w(s) irgendeine stetige Funktion 
von s, und « eine beliebig kleine positive GréBe bedeutet, allemal eine 


endliche Anzahl von Konstanten ¢,, ¢&,..., ¢, gefunden werden kann, 
so daB 


(6) fue — ¢, P,(s) — ¢ Py(s) —++:— 6, P,, (8)? ds < & 


ausfillt. Wie man sieht, bildet beispielsweise das System aller ganzen 
Potenzen von s 


P,(s) ly P,(s) eee P,(s) ce. s*, 
ein Funktionensystem von der verlangten Art. 
Wir setzen 

Ora P,, 

D, = yy Py + 2 D,, 

= 73 P;+ 3 D+ sD, 
und kénnen dann, wie leicht ersichtlich, der Reihe nach die Konstanten 
¥13 Yor ¥03-Vs) 39 ’33--- 80 bestimmen, daB die Funktionen @,, ©, ®,,... 
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den Orthogonalitits-Relationen (4) siimtlich Gentige leisten.) Die so 
konstruierten Funktionen ®,, ®,, ... erfiillen alsdann auch die Voll- 
stindigkeits-Relation (5). 

Um dies einzusehen, bedenken wir zuniachst, daB, wenn w(s) eine 
stetige Funktion von s ist, die Summe der Quadrate aller Fourier- 
Koeffizienten von u(s) konvergiert und den Wert des Integrals 


b 
f(uo)rds 


niemals tibersteigen kann. In der Tat ist fiir eine beliebige ganze 
Zahl n gewiB 


ieee {w(*)}, B,(s) —--+- — {us}, @ (s))?¥ds > 0 

und ne wie die Rechnung lehrt, 

fu(*)} +--+ {u(s)}, '<fe (s))*ds; 
also auch fiir die so entstehende konvergente Reihe 

{a(x)} 2+ {(#)}o@+ >: < f(uis)as. 

Wir zeigen sodann, daf genau 

(7) (wl) ] 2+ (ue) P +s = feuds 
ausfallt. Ware namlich im Gegenteil 


(ule) 2+ (wed }a2t- </fueyias 


day: 
6 
(8) e = f (w(s))Pds — (w(x) }?— {w(*)}o?— +++ > 0, 
so denken wir uns zu u(s) und « in (6) die Koeffizienten ¢,,..., ¢,, be- 


stimmt; setzen wir 
(9) w (8) aa Cpe (8) ai tate =F ng 2a €3) hel Cy ®, (s) + are afr Cin, ®,,(s), 


WO ¢/,..-, Cn ebenfalls gewisse Konstanten bedeuten, so fallt 
b 
(10) fw —w(s))?ds <eé 


aus. Andererseits ergibt sich mit Riicksicht auf (9) und (8) 
1) Vgl. hiermit EH. Schmidt, Entwicklung willkirlicher Funktionen usw., 


Inaugural-Dissertation (Gottingen 1905), § 3. Abgedruckt in Math. Ann. 63, 8 442. 
ilps 
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b i) 


fue — u'(s))?ds = f(w) — ¢; D,(s) —-++— 6, ®,,(8))?ds 
b 
= fruls)tds — 2o/ {u(s)},—--» 26, (Wat P+ + 6,7 


met (ule) ) 2 (Ca) ] 2b Bey (2) } ef (04) pcb Gy 
me (fms) } er + Cm) nm en DE LC) | gact (UD) Bato 


und folglich 
6 


(wis) —wu'(s))?ds > 6, 


a 


was der Ungleichung (10) widerspricht. 


Damit ist die Gleichung (7) bewiesen, und aus dieser folgt, wenn 
wir einmal fiir w(s) die Summe und dann die Differenz irgend zweier 
stetiger Funktionen nehmen und die erhaltenen Gleichungen subtrahieren, 
auch die allgemeine Vollstaindigkeits-Relation (5). 

Es sei noch erwahnt, da man in analoger Weise auch fiir beliebige 
Intervallsysteme, ferner fiir mehrere unabhangige Variable und auf einer 
beliebigen Fliche ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem kon- 
struieren kann. 

Wir zeigen zunachst, wie die Fredholmschen Satze’) tiber 
die Lésung der Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern 
aus der im vierten Abschnitt entwickelten Theorie der linearen 
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten folgen. 


Es sei die Integralgleichung zweiter Art 


(11) f(s) = 9(s) + [ K(s, Neat 


vorgelegt; in derselben bedeute der Kern K(s, ¢) eine stetige nicht not- 
wendig symmetrische Funktion von s,¢, und f(s) sei ebenfalls als eine 
stetige Funktion gegeben; f(s) mége iiberdies nicht identisch fiir alle 
Werte der Variabeln Null sein; g(s) ist die zu bestimmende Funktion. 
Wir bilden die Fourier-Koeffizienten von K(s, ¢), als einer Funktion von ¢ 
und alsdann die Fourier-Koeffizienten der so entstandenen Funktion von s, 
wie folgt: 


k,(s) = {K(s, »)},=f KG t) ® (dt, 


(0) 


a,,={k(*)}, =f [Ks )©,(s) ®,@dsdt. 


1) Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta mathematica Bd. 27 (1903). 
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Setzen wir in der Vollstindigkeits-Relation (5), indem wir ¢ als Integrations- 
variable nehmen 


u(t) = v(t) = K(s,#) 


ein, so finden wir 
6 
(12) | (KG, ))Rdt = (hy (8)? + (hy)? + 


Setzen wir andererseits in (5) 


u(s) = v(s) = k,(s 
so ergibt sich i) 


b 
fh, (s))?ds = a,,? + ay.?+ - 
Aus (12) entnehmen wir die Ungleichung 
(k,)°+ +--+ Fn S fKG, 0)%at; 


mithin folgt aus der zuletzt gefundenen Gleichung fiir jedes m 


>6,, 1</f {(Ke, 0Pdsdt, 


p=1, —s “a a 
Gat ae 


und daher ist auch 
Cf == 
(p,9=1, 2,.-+) 

Diese Ungleichung lehrt mit Rticksicht auf eine Bemerkung in Kapitel XII 
(S. 165), daB die mit.den Grofen a,, als Koeffizienten gebildete Bilinearform 
A(a, y) = =" PY LyYg 

(P, 9) 
gewiB vollstetig in den unendlich vielen Variabeln 4%, %, ---) Yr» Yor «++ 
ist. Setzen wir endlich noch 


a= {f()},— JF) ®,(s)4s, 


Soe Sf fe, o)tasa. 


so wird 
TONE: ae er 


Wegen der Stetigkeit der Bilinearform A(z, y) und der eben be- 


wiesenen Endlichkeit der Quadratsumme der a,, a, ..., ist die An- 
wendung des Satzes 40 (S. 165) in Kapitel XII auf jene Bilinearform 
A(a,y) und dieses GréBensystem a,, a, ... gestattet: es sel — dem 


ersten Falle des Satzes 40 entsprechend — 


X= O, Hy = Oo 
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ein Lésungssystem der Gleichungen (93) daselbst, d. h. es sei 


(13) C+ Oyj &% + Ings + > - = G,, (p="1; 2a)! 
Wegen der Endlichkeit der Quadratsumme der ,, a, ... stellt die 

Linearform 

(14) Oty Ly lg Ly +s 

eine stetige Funktion der unendlich vielen Variabeln x,, %, ... dar. 


Bezeichnen wir mit J eine endliche obere Grenze fiir die Werte des 
Integrales ; 
[(K(s, t) dt . 
als Funktion yon s, so sind wegen (12) 

Kio a(S) irs 
eine unendliche Reihe stetiger Funktionen von s, deren Quadratsumme 
den Wert M nicht iibersteigt. Setzen wir daher diese Funktionen in die 
Linearform (14) an Stelle der Variabeln w,, 7, ... ein, so wird dieselbe 
nach dem zu Anfang dieses Kapitels XIII bewiesenen Satze 3 (S. 176) 
eine stetige Funktion von s: wir setzen 
(15) oe(S) = oh, (8) + a hy(s) ++ 
Hier konvergiert nach Satz 3 (176) die Reihe rechter Hand gleich- 
maBig fiir alle s; multiplizieren wir demnach (15) mit ®,(s) und inte- 
grieren nach s zwischen den Grenzen s =a und s =), so erhalten wir 


b . 
[®,(s)a(s)ds = Oy Ons F Op Ans + °°. 
und wegen (13) ; 
Ct, + [®,(s)a(s)ds = 


oder, wenn 


(16) p(s) = f(s) — a(s) 


gesetzt wird, 

Cp Np WAS a ee a 
d. h. die Lésungen @,, w,,... unserer linearen Gleichungen ergeben sich 
als die Fourier-Koeffizienten einer in s stetigen Funktion g(s). 

Nunmehr folgt unmittelbar, daB g(s) eme Losung der urspriinglich 
vorgelegten Integralgleichung (11) ist. In der Tat, setzen wir in der Voll- 
stindigkeitsrelation (5), indem wir ¢ als Integrationsvariable nehmen, 

ut) = Olt) ot) = (Ss, 
so ergibt sich aus derselben 


b 
(17) Je OK(s, t)dt = a,k,(s) + ehy(s) +---, 
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d. h. wegen (15) und (16) 


(18) [9 OK, t)dt = f(s) — vs). 


Umgekehrt, wenn g(s) irgendeine in s stetige Lisung der Integral- 
gleichung (11) oder (18) bezeichnet und dann o,, o,,... die Fourier- 
Koeffizienten dieser Lisung o(s) bedeuten, so folgt nach der Vollstandig- 
keits-Relation (5) zunichst (17) und wegen (18) 

ot, i, (S) + eka (s) +--+ = f(s) — p(s). 


Da wegen 
b 
ay? + a2 +--- = [(ps))*ds 


die Quadratsumme der «,, a, ... endlich ist, so stellt 
Oty LP OgLy Pe 
eine vollstetige Funktion der unendlich vielen Variabeln z,, %,... dar, 
und somit entnehmen wir, wie vorhin, aus der letzten Gleichung durch 
Multiplikation mit ©®,(s) und Integration nach s das Gleichungssystem 
Cy Ay + Co ing i == Ay — Oy, =I, Paes) 3 

Wir erkennen somit, daf die Fourier-Koeffizienten emer Losung der 
Integralgleichung stets auch ein System von Lisungen unserer linearen 
Gleichungen (13) und zwar ein solches mit endlicher Quadratsumme lefert. 

Zugleich ist klar, daB, wenn irgend e¢ linear unabhingige Lésungen 
der Integralgleichung vorliegen, die aus diesen durch Bildung der Fourier- 
Koeffizienten entstehenden e Losungssysteme der linearen Gleichungen 
ebenfalls voneinander linear unabhangig sind. 

Trifft fiir die aus A(a,y) entspringenden linearen Gleichungen der 
zweite Fall des Satzes 40 im vierten Abschnitte (S. 165) zu, so 
gibt es diesem Satze zufolge ein Lésungssystem der homogenen linearen 
Gleichungen (94) (S. 165); es sei alsdann 


Ue ee Cp eg a> 


4 


ein solches Lisungssystem mit der Quadratsumme 1. Nehmen wir nun- 
mehr in der vorigen Betrachtung 


f(s)=90, @,=0, a@=90, ..., 


so erweisen sich genau wie vorhin, die Loswngen 0,, @,..- als die 
Fourier-Koeffizienten einer in s stetigen Losung der homogenen Integral- 
gleichung 


(19) p(s) + [Els No (at = 0, 


und wegen 
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b 
f@@O)ds = a2 +a2+---=1 


erkennen wir, daB g(s) nicht identisch verschwindet. 

Umgekehrt, wenn p(s) eine nicht identisch verschwindende Losung der 
homogenen Integralgleichung (19) ist, so liefern deren Fourier-Koeffizienten 
ein Lisungssystem unserer homogenen linearen Gleichungen. 

Nunmehr sei, wie in Kapitel XII S. 168, e die genaue Anzahl der 
linear unabhingigen Lisungssysteme der homogenen Gleichungen 
(20) L,(#) = Hy + Ay Ly + Ayg% + +> = 0 (p = 1, 2;...). 
Die dort bewiesenen ¢ linearen Relationen (107) sagen dann aus, daf die 
aus (20) durch Transposition entstehenden linearen homogenen Gleichungen 


Ly Ayp%, + A, %y + +-- = 0 (GS 1,22aa) 
die ¢ Lésungssysteme 
(21) Ch B®, Ug = B,, ae (h = lee 9 e) 
zulassen. Dieselben Schltisse, die wir oben auf die urspriinglichen 
linearen Gleichungen und deren Lésungssystem G1, M%, ... angewandt 


haben, lassen uns erkennen, daB die GréBen (21) die Fourier-Koeffizien- 
ten gewisser ¢ linear voneinander unabhingiger in s stetiger Funktionen 
p(s), ..., WO(s) sind, die der homogenen Integralgleichung mit dem 
transponierten Kern K(t,s) gentigen. Infolge dieses Umstandes erhalten 
die ¢ Bedingungen (108) die Gestalt 


(22) {wMoploas St Owns fv @poas = (), 


Nach den obigen Ausfiihrungen zieht unsere Annahme, daf die 
homogenen Gleichungen (20) genau e linear unabhangige Lésungen be- 
sitzen, die Folge nach sich, daB auch die homogene Integralgleichung (19) 
genau e linear unabhiingige stetige Losungen besitzt. Da ferner jedes. 
System von Lésungen der inhomogenen linearen Gleichungen (13) eine 
Lésung der inhomogenen Integralgleichung (11) liefert und umgekehrt, 
so erweisen sich alsdann die e Bedingungen (22) fiir die Funktion f(s) als 
notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit der ursprunglich vorgelegten. 
inhomogenen Integralgleichung (11); dabei sind die p(s), ..., Ws) die 
Lisungen der homogenen Integralgleichung mit dem transpomierten Kern K(t, s). 

Die erhaltenen Lésungen der Integralgleichungen (11), (19) sind von 
der Wahl des gerade benutzten besonderen orthogonalen vollstindigen 
Funktionensystems ©,(s), ®,(s),... wesentlich unabhingig: in der Tat. 
jede aus K(s, ¢) unter Vermittlung eines anderen orthogonalen vollstiindigen 
Funktionensystems entspringende Bilinearform geht aus der Bilinearform 
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A(z, y) durch eine simultane orthogonale Transformation der Variabeln 
Ly,» Lay ++ +5 Vy» Yo, --- hervor, so da auch das neve Gleichungssystem 
und dessen Lésungen sich von dem urspriinglichen Gleichungssysteme 
und dessen Lésungen nicht wesentlich unterscheidet. 


Vierzehntes Kapitel. 
Die Theorie der orthogonalen Integralgleichung. 


Derselbe Grundgedanke, der uns in Kapitel XIII zur Herleitung der 
Fredholmschen Siitze iiber die Lésung von Integralgleichungen zweiter 
Art gedient hat, erméglicht auch die Neubegriindung der im ersten Abschnitt 
entwickelten Theorie der Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem 
Kern. Um dies einzusehen, sei eine Integralgleichung von der Gestalt 


(23) f(s) = G(s) Af K(s, )p(éat 


vorgelegt, worin K(s,¢) eine stetige symmetrische Funktion von s, ¢, f(s) 
eine ebenfalls gegebene stetige Funktion von s, g(s) die zu bestimmende 
Funktion von s und 2 einen Parameter bedeute. Der Kiirze halber werde 
eine Integralgleichung von der Gestalt (23) mit symmetrischem Kern als 
orthogonale Integralgleichung bezeichnet. 

Wir bilden zunachst'durch Vermittlung des orthogonalen vollstindigen 
Funktionensystems @,(s), ®,(s),... aus dem Kern K(s, t) eine Bilinear- 
form, indem wir wie in Kapitel XII 


b 
(24) k,(s) = { K(s, 4)}, =f K(s, ) ®,@ dt, 
a ; 
(25) Ing ={h()}, =f [K ®,(s) ®,(Qdsat 


setzen. Wegen der Symmetrie des Kerns K(s,¢) in s,¢ haben wir 
k k; 


‘pq “ap? 
und demnach ist die mit den Koeffizienten king gebildete Bilinearform 
(26) Ka, y) aT > Kng@n Ga 
(p, 9) 
eine solche symmetrische Form, wie sie aus der quadratischen Form 
7 S 
(27) K(a) = Koy Bip X@q 


abgeleitet wird. 
Analog wie vorhin in Kapitel XIII (8. 181) schlieBen wir aus der 
wie dort folgenden Ungleichung 
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iy Ho) 


Ky ‘sf JEG, t))®dsdt 


mit Hilfe des Satzes 36 in sara XI, daB die aus K(s, t) entsprungene 
quadratische Form K(x) eine vollstetige Funktion der unendlich vielen 


Variabeln x,, 2, ... ist. Infolgedessen ist die Anwendung des Satzes 35 
in Kapitel XI gestattet, und dieser Satz ergibt, dab jene quadratische 
Form durch eine orthogonale Substitution der Variabeln 7,, 7,,... im 
die Variabeln w,’, 7, ... die Gestalt 

(28) K(e) = kw? + kya? +: 

erhalt. Die Variabeln ,’, 7’, ... sind lineare Formen der urspriinglichen 
Variabeln w,, %,..-. Falls nun unter den Groen k,, k,, ... solche vor- 


handen sind, die den Wert Null haben, sondern wir die diesen Gréfen & 
zagehorigen Linearformen ab: es seien dies die Linearformen 


Gy, = My (&) = my % + My Hy + +++, 


* — ay = maa ae Maas + sary 


Die Shee TIeNeden GréBen k eras Wire Mts se faanse ose Lena an 
diesen GréBen x zugehérigen Linearformen seien 


© = Ly (@) = hy % + od ae 
= pa ie = bat a5 fate + 5 


Die Formel (28) nimmt dann die Gestalt an 
K (a) = x, (DL, (a)? + (Lg (a)? + 


und da die Linearformen Z,(7), L,(x),..., M(x), M,(x),... ein voll- 
stindiges orthogonales System bilden, so haben wir 


(29) L,() B,() = 0, +9) 
(30) L,() £,() =1, 
L,(.)M,() = 9, 
by ays = (L,@)) + (L@P+---+ W@)+ Aw)? + 
(31) L,Y, + UY, + >>> = Ly (a) L(y) + L,(@) L(y) +-- 
+ M, (2) My (y) + My) My) +--+; 
iiberdies ist 
(32) K(@, .) LC) = %,L,(@), 
(33) K(a, .)M, Hee == (): 


Da die Quadratsumme der Koeffizienten der Linearform L, (2) nach 
(30) den Wert 1 hat, also endlich bleibt, so ist diese Teeaneonia elne 
vollstetige Funktion a unendlich vielen Variabeln w,, w,,..., und wir 
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kénnen sie daher in derselben Weise wie oben 8S. 182 die Linearform (14) 
behandeln: wir finden dann, da8 die Reihe 


(34) L,,(h(s)) = bi By (8) + Lake (s) +++: 
gleichmabig fiir alle s aerial und also eine stetige Funktion von s 


bestimmt. Durch Multiplikation mit ©,(s) und Integration nach s er- 
halten wir wegen (24), (25) 


b 
af L,(b()) ®, (s)ds = Urka + bekip “ a 


Andererseits liefert die Vergleichung der Koeffizienten von 2, auf beiden 
Seiten von (32) 


pl “gh La k, oy 
und folglich ist y ‘ Pte %y"pv? 


ig L,,(k(9)) ®, (8) ds = %,lyy: 
Setzen wir 
(35) L, (ki (8)) = %P>(8); 
so ist, da ja x, 0 ausfallt, p,(s) eime ebenfalls in s stetige Funktion, 
die die Gleichung 


(36) Jo, (s) ®(s)ds =1,, 


erfiillt, d. h. die Koeffizienten J,,, U2, ... der Linearform L, (a) sind die 
Fourier-Koeffizienten einer gewissen stetigen Funktion @,(s) in bezug auf 
das vollstindige orthogonale Funktionensystem ®,, ®,, .. 
Nehmen wir nun in der Vollstindigkeits-Relation (5) 
u(s) = 9,(s), ¥(s) = 9,(8), 
so lehrt diese 


b 
[0 p(8) (8) 48 = bila + hale +++ = LO L,0) 
und folglich ane (29) und (80) 
orgs) 9,(8)as =0 (p +4), 
: b 
(37) f@,o@rds =1, 
a. h. die Funktionen p(s), < (s),... bilden ein orthogonales I’unktionensystem. 


Nehmen wir ferner in der Vollstindigkeits-Relation (5) ¢ als Inte- 
grationsvariable und setzen 


u(t) = K(3, 8), 0) = FO, 
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so folgt mit Riicksicht auf (384) und (35) 


b 

(38) | K(s, t) ~, (tat =k, (s)Ly + k,(s) 9 Ae %pPy(S)y 
oder, wenn wir 

1 1 

p xy Xp 
einfiihren, 
6 

(39) Pp(S) Sa a, | K(s; t) p,(t) dt, 


d. h. die zw unserer urspriinglich vorgelegten Integralgleichung (23) gehirige 
homogene Integralgleichung 


h 


(40) g(s) —4 | K(s, tp (dt = 0 


besitet fiir A= 1, dre wegen (37) gewif nicht identisch verschwindende 
Lésung o(s) = 9,(s). 


Wir wenden uns nun zu der wichtigsten Frage, namlich zur Frage 
nach der Entwickelbarkeit einer willktirlichen Funktion in eine 
Reihe, die nach den Funktionen des orthogonalen Systems p(s), @(s), -- - 
fortschreitet. 

Da die Linearform M(x) eine vollstetige Funktion der unendlich- 
vielen Variabeln 2,, 7, ... darstellt, so erkennen wir genau wie oben 


8. 182, daB 
ee M,(E(8)) = my hy (8) + mygha(s) + ++ 


gleichmaBig fiir alle s konvergiert und eine stetige Funktion von s be- 
stimmt, und hieraus wiederum schlieBen wir wie oben 


b 
| M, (hs) ®,(s)ds = my hy + Mygkyy + +>. 


Durch Vergleichung der Koeffizienten von x, auf beiden Seiten yon (33) 


erhalten wir 
My Hig + Myo hing +--+ = 0, 


und folglich ist auch 
b 
[M,(h@) ®,(s)ds = 0, (q=1,2,...); 


hieraus aber schlieBen wir sofort, indem wir in der Vollstandigkeits- 
Relation (5) 
u(s) = v(s) = M,(k(s)) 


einsetzen, 


b 
f(s) ds = 0, 


Kap. XIV. Die Theorie der orthogonalen Integralgleichung. 189 


1. h. es ist identisch fiir alle Werte s 
M, (k(s)) = 90, 


Nunmehr wenden wir die Identitaét (31) an; wir betrachten zunachst 
den darin rechter Hand vorkommenden Ausdruck 


(41) Ly (#)Ly(y) + Ly(#)Ln(y) +o - 


Wenn wir hierin den Variabeln 2,, %,... irgendwelche konstante Werte 
mit endlicher Quadratsumme erteilen, so stellt wegen 


(L,@)? + (Lym)? + +++ S (, 2) 
der Ausdruck (41) eine vollstetige lineare Funktion von L,(y), L(y), -- 


dar; der Tatsache 3 (S. 176) zufolge mu (41) demnach gleichmaBig und 
absolut konvergieren fiir alle Werte von y,, y,..., fiir die 


(L,(y))? + (Le)? + +> 
unterhalb einer von ¥,, Y,.-. wnabhingigen Grenze bleibt, und dies ist 
wegen 
(LMP + LyPr+t-<Swy 

gewif immer der Fall, wenn (y,y) unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. 

Wir verstehen nunmehr unter g(s) eine willkiirliche in s stetige 
Funktion und setzen in der Identitit (31) an Stelle der Variabeln 
1, Ly, -.. die Konstanten 
(42) @— 19) Ip 
deren Quadratsumme 


b 
(ol) }2+ (gl)? +: =f Go)?as 


endlich ist, und an Stelle der Variabeln y,, y,,... die im s stetigen 
Funktionen 
(43) Yn 7 k,(8) ae { K(s, +t 


deren Quadratsumme 


(Ki, (3)? + (Hy (s))? + +++ = [(Ko, Pat 


gewif unterhalb einer yon s unabhiingigen Grenze, nimlich dem maxi- 
malen Werte M des rechts stehenden Integrales liegt. Mit Rticksicht 
auf die Vollstindigkeits-Relation erhilt dann die linke Seite jener 
Identitét (31) den Wert 


b 
fK(s, )g Ode. 


Andererseits wird bei Heranziehung der Gleichung (36) und der Voll- 
standigkeits-Relation 
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D,({9@)}) =Inlo@)}i + balg@ a+ --- =f 9 (9) p(s) as, 


und da M,,(k(s)) identisch verschwindet, so geht die rechte Seite jener 
Identitat (31) mit Riicksicht auf (35) nach der Substitution (42), (43) in 


( fats)oa(s)as) (ois) + ( fals)oe(8)4s) (18) +> 
tiber. Setzen wir daher 
(44) fis) =f K(s, hg at 


und, indem wir (38) beriicksichtigen, 


b b 
= SF) 9p() as = % Sao, at, 
so fiihrt die Vergleichung beider Seiten jener Identitéat zu der Formel 


f(S) = 4 G1(S) + CH2(8) ++--, 
wo die Reihe rechter Hand nach den obigen Ausfiihrungen gleichmaBig 
und absolut konvergiert; d. h. jede durch Vermittlung einer  stetigen 
Funktion g(s) m der Gestalt (44) darstellbare Funktion f(s) lapt sich auf 
Fourtersche Weise in eine nach den orthogonalen Funktionen g,(s), p(s), .. - 
fortschreitende, gleichmapig und absolut konvergente Reihe entwickeln.*) 

Wir haben oben erkannt, da die homogene Integralgleichung (40) 
fiir 1 = 4, eine nicht verschwindende Lésung besitzt; sce besitet auch nur 
fiir diese Werte X= 1, eine nicht verschwindende Lisung. In der Tat, ist 
A ein von 4,, d,, ... verschiedener Wert und g/(s) eine stetige jener 
Integralgleichung (40) geniigende Funktion, so lehrt diese Integralgleichung, 
daB g(s) eine in der Gestalt (44) darstellbare Funktion ist; nach dem 
eben bewiesenen Entwicklungssatze haben wir mithin 


(45) 98) = w1(s) fo) ps(9)ds + pols) fos) os(s)ds ++ 


Nun finden wir andererseits, indem wir (39) mit 2q(s) multiplizieren 
und nach s integrieren, ferner (40) mit 4,,(s) multiplizieren und nach s 
integrieren und endlich die so entstehenden Gleichungen voneinander 
subtrahieren 


1) Diesen Entwicklungssatz hatte ich in der urspriinglichen Veréftentlichung 
meiner ,,ersten Mitteilung‘ lediglich unter der Annahme eines ,,allgemeinen’ Kerns 
bewiesen bzw. bei beliebigem Kern noch die Darstellbarkeit von f(s) durch den 
zweifach zusammengesetzten Kern K K(s,¢) als Bedingung hingestellt; EK. Schmidt 
ist es zuerst in seiner Inaugural-Dissertation (Gottingen, 1905) gelungen, diese Hin- 
schrankung zu beseitigen. 
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b 
(4 — 4,) { 9(s)9,(s)ds = 0, 
d. h. wegen 4 = i, ‘ 


b 
J e(s),(s)ds = 0; 
und folglich wegen (45) > 
9(s) = 0. 

Da die oben S. 186 eingefiihrten Gréfen k,, k,,... dem dort an- 
gewandten Satze 40 in Kapitel XII zufolge notwendig gegen Null kon- 
vergieren, so kinnen die Werte 4,, 4,,...im Endlichen keine Verdichtungs- 
stelle haben, und es kann daher insbesondere jedesmal nur eine endliche 
Anzahl von gleichem Werte unter ihnen geben. Sei etwa 
A ore ay | 


ptn—-t 


und jeder andere Eigenwert von 4, verschieden, so sind die m linear von 
einander unabhingigen Funktionen 


(46) Po» Pot eer! Pot+n—1 

gewiB Lésungen der homogenen Integralgleichung fiir 4=41,. Es gibt 
nun fiir 1 =2, auch keine andere Lisung jener Integralgleichung, die nicht 
eine lineare Kombination der n Lisungen (46) wére. In der Tat, ist p(s): 
irgendeine Lésung der Integralgleichung (40) fiir 4=42,, so kénnten wir 
wie vorhin den Ansatz (45) machen; das entsprechende Verfahren fihrt. 
dann zu der Gleichung 


b 
(1, — 4,) f p(s)p,(s)ds = 0 
d. h. es wird . 


b 


J 9(s)9,(s)ds = 0 


fiir alle Werte von g mit Ausnahme der n Werte 
P= DP he ke Pet 1; 
damit ist die Behauptung bewiesen. 

Was die inhomogene Integralgleichung (25) betrifft, so hat die- 
selbe nach den allgemeinen Ausfiihrungen im vorigen Kapitel XII fiir 
jedes von 4, verschiedene 4 eine und nur eine Lésung o(s); fiir A= dy. 
jedoch ist sie nur lésbar, wenn f(s) genau » lineare von éinander unab- 
hingige Integralbedingungen erfiillt. Nun ergibt sich aber, wenn wir die- 


Gleichung 
(47) f(s) = 9(8) — Ap f K(s, thp(at 


mit g,(s) multiplizieren und nach s integrieren 
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Sofas =f 9,(s)9(s)ds— Ap f f K(s,1)9,(s) 9 dsat 


und mit Riticksicht auf die Symmetrie von K(s, t) wegen (39), wenn @p,(s) 
eine der » Funktionen (46) bedeutet: 


J 90(s)f(s)ds = 0 GP ply P41 ie 


Diese n Bedingungen sind daher notwendig und hinreichend zur Lisbarkeit 
der inhomogenen Integralgleichung (47). 

Die Werte 2,, 4,,... und die zugehérigen Funktionen ¢,(s), 9,(s),... 
sind wesentlich durch den Kern K(s, t) bestimmt; ich habe sie Eigen- 
werte baw. Higenfunktionen des Kerns K(s, ¢) genannt. 

Aus dem Entwickelungssatze folet wegen 


fre p,(s)ds —- + fa ooltat (p a 1, “baer n) 


sofort 


fo) = f Kis dat =} f gm, Oat. o,(s) 
(48) a a 


+h foo. dt.g(s) +, 


Besitzt ein Kern K(s,t) nur eine endliche Anzahl von Higenwerten 
A,,-++,4,, 80 bricht die Reihe rechts beim ten Gliede ab, und da diese 
Gleichung fiir jede stetige Funktion g(f) statthaben muB, so ergibt sich 


K(s, t) = Bie seek, 


d. h. K(s,¢) vermag, wenn man eine der beiden Variabeln, etwa ¢, als 
Parameter auffaBt und diesem irgendwelche konstanten Werte erteilt, mou 
n linear unabhingige Funktionen der anderen Variabeln s darzustellen; ins- 
besondere ist gewiB em Higenwert immer vorhanden, wenn nicht K(s, t) 
identisch in s,t verschwindet. 

Schreibt man in (48) an Stelle von g(t) die willktirliche Funktion 
w(#), multipliziert diese Formel mit w(s) und integriert nach s, so entsteht 


ff xe t)w(s)u(t) ds dt =e f wtoostoac}’ 


1 \e 
a a 
b 


ie AL fu@®g.oat} + ney 


Setzen wir zur Abkiirzung 
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bb 
J(u) = | f[ K(s, thu(s)u(t)ds dt, 
aa 


b 
tp = Juli) pelt) dt, 
so nimmt jene Formel die Gestalt an 


TNC hrs seo 


Andererseits haben wir 


b 
[(wis)Pds > uy? + U2 ++ 
und folglich : 


b 
J(u) — 2 [(waytas < ce — + U2? + be =7) tg es 


Nehmen wir nun an, da die Higenwerte nicht simtlich negativ seien und 
bedeutet dann 4, den kleinsten positiven Higenwert, so fallt die rechte 
Seite dieser Formel gewi8 nicht positiv aus; hieraus folot, daB der gropte 
Wert, den das Doppelintegral J(u) annimmt, wenn u(s) eine stetige, der 
Bedingung 


b 
[words =] 


gemiigende Funktion sem soll, gleich dem reziproken Werte des kleinsten 
positiven Eigenwertes von K(s, t) ist; dieses Maximum tritt ein, wenn u(s) 
gleich der zugehirigen Eigenfunktion genommen wird. 

Zum Schlusse dieses Kapitels beriihren wir noch die wichtige Frage, 
unter welchen Umstiinden die Higenfunktionen ,(s), g(s),... des Kerns 
K(s,t) ein vollsténdiges orthogonales Funktionensytem bilden. Wie 
schon in Kapitel IV angegeben ist, bilden die Ligenfunktionen gewips 
dann ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem, wenn der Kern 
K(s, t) der orthogonalen Integralgleichung allgemein (Kapitel IV 8. 25) dst. 
In der Tat, ist g(s) irgendeine stetige Funktion von s, so gibt es dann 
eine stetige Funktion h(s), so daB die Ungleichung 


f |e) _{K t)h(t)dt | as ote 


a 


gilt; daher wird, indem wir 


[E(s, Hh t)dt = e,—,(s) + cp2(s) ++ 


einsetzen, auch 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin, Integralgleichungen. 13 
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b 


[i g(s) — 4 91(8) — py (8) — ++ }8dt<e. 


a 


Da die linke Seite durch Subtraktion der positiven GréBe 


(« — fads) as) 4 (« — J atsygsto)as) + yt 


sicher nicht vergréBert wird, so folgt leicht 


2 


Stgisyras — ( fueya(oas) — (fasies(s)as) ites Na rt 


Bedenken wir, daB diese Ungleichung fiir beliebig kleine positive ¢ geltem 
muf, so ergibt sich sofort die zu beweisende Vollstandigkeits- Relation. 

Hine andere Bedingung dafiir, daB die Eigenfunktionen von K(s, ¢) 
ein vollstiindiges orthogonales Funktionensystem bilden, ist die Ab- 
geschlossenheit der aus K entspringenden quadratischen Form K(z). Man 
erkennt auch leicht, daB die aus einem allgemeinen Kerne K(s, ¢) ent- 
springende quadratische Form stets abgeschlossen sein muf, womit die 
soeben bewiesene Behauptung iibereinstimmt. 


Wie wir sehen, sind die Higenwerte 4,, 4,,... und Higenfunktionen 
91(s), P2(s),... und deren Eigenschaften von der Wahl des gerade be- 
nutzten besonderen orthogonalen vollstandigen Funktionensystems ®,(s), 
@,(s),... wesentlich unabhingig: in der Tat, jede aus A(s,¢) unter Ver- 
mittelung eines anderen orthogonalen vollstandigen Funktionensystems 
entspringende quadratische Form geht aus der quadratischen Form K(2) 
durch eine orthogonale Transformation der Variabeln 2,, %,.... hervor, 
so daB die neuen Linearformen von den urspriinglichen sich nicht wesent- 
lich unterscheiden. 


Ist &(s, ¢) eine nicht symmetrische Funktion der im Intervall a bis b 
sich bewegenden Variabeln s, ¢ und setzt man 


K(s, t)= 0 fur Sid oS <0. Ons 
=R(s,t—-b+a) ,» as< bd, b<t<2b—a, 
=Ri,s—b+a) , b58<52b—a, a<t<b, 
= (0 » O0s<2b—a, bD<t<2b—<a, 


so stellt K(s, f) eime symmetrische Funktion der im Intervall a bis 2b—a 
sich bewegenden Variabeln s,¢ dar. Die Anwendung meiner Theorie auf 
diesen Kern 4‘(s, t) fiihrt unmittelbar zu den Entwickelungssitzen von 
BE. Schmidt*), betreffend den unsymmetrischen Kern Ss, ¢). 


{) ava, O: § 12 e914 
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Fiinfzehntes Kapitel. 
Die Theorie der polaren Integralgleichung. 


Wenn k(s) irgendeine gegebene Funktion von s bedeutet, so mége 
alloemein 


f(s) = k(s)p(s) —1f K(s, Hp @at 


eine Integralgleichung dritter Art heiBen. Es sei im folgenden K‘(s, ¢) 
eine symmetrische Funktion von s,¢ mit der Higenschaft eines positiv 
definiten Kerns, d.h., wenn w(s) irgendeine stetige Funktion bedeutet, 


so mége immer 
bb 


J [Ks Huls)u® ds dt > 0 


ausfallen; ferner setzen wir insbesondere 

k(s) = V(s), 
wo V(s) eine Funktion von s bedeutet, die streckenweise abwechselnd 
die konstanten Werte + 1 oder —1 und iiberhaupt keine anderen Werte 
annimmt und zwar so, dai V(s) wenigstens an einer Stelle innerhalb des 
Intervalls a bis b und sicher nur an endlich vielen Stellen sein Zeichen 
iindert; die so entstehende Integralgleichung 


(49) HS) = Vis)p(s) — 1, Ke, hat 


mit symmetrischem definitem Kern werde der Kiirze halber als polare 
Integralgleichung bezeichnet. 

Mit Hilfe unserer Theorie der quadratischen Formen unendlich vieler 
Variabler gelingt es, fiir die polare Integralgleichung eine analoge Theorie 
zu entwickeln wie fiir die orthogonale Integralgleichung. Dahei bedarf es 
als Bindeglied und zur Vermittelung zwischen Integralgleichung und qua- 
dratischer Form irgendeines Systems von unendlichvielen Funktionen 

1,(s), Ty(s),--- 
der Variabeln s, die im Intervall s=a bis s=b stetig ev. abteilungs- 
weise stetig mit endlichvielen Sprungstellen an bestimmten Punkten des 
Intervalles sind und die folgenden Higenschaften erfiillen: 
I. die Polaritats-EHigenschaft 
b 

JV (8) Uy (s) I, (s)ds = 0 (p+ 4); 
(50) ", 

af V(s) (II, (s))’ds = Up. 
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wobei zur Abktirzung 
%1,=+1, »=—-1, 4»=+1, %,=—-1, %=+1, 
gesetzt ist; 


IL. die Vollstdndighkeits-Relation, die darin besteht, daf identisch 
fiir jedes Paar stetiger Funktionen w(s), v(s) der Variabeln s 


{Ve uts) ds = a V(s)u(s) I, (s)ds f'V(s)0(s) (8) ds 


aE vy f V(s)uls)h(s)ds.f' V(s)0(s) 18) ds ee 


wird. 

Wir bezeichnen ein solches System von Funktionen JJ,(s), J,(s),--- 
als ein polares vollstdndiges Funktionensystem fiir das Intervall 
s=a bis s=b. 

Ist w(s) irgendeine im Intervall s=a bis s=b stetige Funktion 
von s, so mégen die Integrale 


b b 
V1 el, V(s)u(s)IL,(s) ds, Dae V(s)u(s) I, (s)ds, 


die Fourier-Koeffizienten der Funktion u(s) in bezug auf das polare 
vollstindige Funktionensystem JI,(s), J7,(s),... hei®en und mit 


[uh [Hs --- 


bezeichnet werden, so daB allgemein 


b 
[uN = Up, V(s)w(s) II, (s)ds (p =1, Dee) 
wird. ; 
Bei Benutzung dieser Bezeichnungsweise nimmt die obige Voll- 
stindigkeits-Relation die Gestalt an: 


(51) fV(s)u(s)v(s)ds = oyfu(+)] [oh + vele(bloG)1 +o 


Um fiir das Intervall a bis 6 ein polares vollstindiges Funktionen- 
system zu konstruieren, fassen wir einmal die Teilintervalle ins Auge, in 
denen 

Vis) = +1 
ausfallt, und bestimmen fiir dieses Intervallsystem ein orthogonales voll- 
standiges Funktionensystem: 


Bs), BLS), -- +5 
sodann fassen wir die Teilintervalle ins Auge, in denen 


V(s) =—1 
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ausfallt, und bestimmen fiir dieses Intervallsystem ebenfalls ein ortho- 
gonales vollstindiges Funktionensystem 

<a B(), (8), 
Setzen wir nunmehr 


I1,(3) = (8), 


II, (8) cae 0, 
Ih(s) = (8), 
IT,(s) re 0, 


II,(s) = (8), 
saree 


sobald s in einem der ersteren Teilintervalle liegt, und 


II, (s) es Uy 
TI,(s) = ®(s), 
IT; (s) = 0, 
IL,(s) = ®,(s), 


II; (s) = 0, 
Srdiniac hae - 
sobald s in einem der letzteren Teilintervalle legt, so erkennen wir sofort, 


daB die so definierten Funktionen J/,(s), IJ,(s), ... sowohl die Polaritats- 
Higenschaft besitzen, als auch die Vollstindigkeits-Relation erfiillen. 


Wir bilden nun durch Vermittelung des polaren vollstandigen Funk- 
tionensystems JI,(s), I/,(s),... aus dem Kern K(s,t) der vorgelegten 
polaren Integralgleichung eine Bilimearform, indem wir analog wie in 
Kapitel XIV 

k,(s) = [KG *)), = v% f Vit K(s, t) IT, (t) dt, 
(52) Te b 
Iiyg = [hg(*)]p = Mr J J V(s) V(t) K(s, #) IL, (s) I, (t) as dt 


a a 
setzen. Wegen der Symmetrie von K‘(s, ¢) in s, ¢ haben wir 
King = Kap, 


und demnach ist die mit den Koeffizienten /,, gebildete Bilinearform 
Tee y) = ea hehe 
(p, Q) : 
eine solche, wie sie aus der quadratischen Form 


(53) K (a) = Shoah Xa 
Pyq 
abgeleitet wird. 
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Nun ist unser spezielles Polarsystem JI/,(s), H,(s),..., wie sich un- 
mittelbar aus seiner Definition ergibt, auch zugleich ein orthogonales voll- 
stindiges Funktionensystem fiir das Intervall a bis b; fiir den in dieser 
Auffassung gebildeten Fourier-Koeffizienten einer Funktion w(s) ergibt 
sich leicht 


{u(*)} = ful (t)dt = eof V(é)u(t) 11, (t)dt = [w(*)]p, 


und daher sind insbesondere auch k,, als Fourier-Koeffizienten von K(s, é) 
in bezug auf ein orthogonales System anzusehen; wir kénnen also genau 
wie in Kapitel XIV (S. 186) schlieBen, daB A(a) eine vollstetige Funk- 
tion der unendlichvielen Variabeln ist. Uberdies ist K(x) eine positiv 
definite Form; denn der nte Abschnitt derselben liBt sich in die Gestalt 


bringen 
hb 


K,() = a MPa id J [Vs)VOK(, t) p(s) I, (ds at 


armada 


= ff KG, t)P(s) P(é)ds dt, 


worin zur Abkiirzung 


P(s) = > 0% V (Ss) p(s) 


(»=4, Bi +) 0) 
gesetzt ist; das letztere Dorennce besitzt aber gewiB keine nega- 
tiven Werte, da K(s,¢) nach Voraussetzung ein positiv definiter Kern ist. 
Infolge dieser Tatsachen ist die Anwendung des Satzes 38* in Ka- 
pitel XII (S. 162) auf die Form A(w) und die mit abwechselnden Vor- 
zeichen gebildete Form ; 


V(b) = Up? gg? te ee 
gestattet, und dieser Satz liefert fiir jene quadratische Form eine Dar- 
stellung 


(54) K(a) = AP(a) + A42(@) +--°3 

darin sind 4,(x), 4,(x) ... stetige PUSS die den Relationen 
(55) Al) Pos ) 4, (.) Sn) (p + ), 
(56) A, Ores ) A,(.) = f, 


geniigen, wo f,, f,,..., wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen 
Null konvergente GréfBen sind. Aus (54), (55), (56) folgt tiberdies 


(51) Ap) V5) E+) = by tp(2). 
Aus den obigen Bemerkungen iiber die orthogonale Natur des Funk- 
tionensystems JII,(s), I7,(s),... folgt auch wie oben 
0) 


J (Els, 0Pdt = hs) + iy) + 
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Setzen wir daher 


Ay(£) = dp, + Ape% +>: (p= 1, 2,::°), 
so finden wir analog wie in Kapitel XIV, daB die Reihe 
(58) Ay(VK(8)) = dp, 0, hy (8) + ApeVahe(s) + --- 


gleichmafig konvergiert und also eine stetige Funktion in s bestimmt. 
Durch Multiplikation mit v,V(s)JZ,(s) und Integration nach s erhalten 
wir wegen (52) 

[Ap(VB) lo = Apr Mh + Ape Vekon + ° 
Andererseits liefert die Vergleichung der Koeffizienten von x, auf beiden 
Seiten von (57) 
und folglich ist Bae aed Sy 
(59) [4, (ok) |, = £4) 

Ist nun insbesondere f= 0, so folgt aus (59) — da ja nach einer 
obigen Bemerkung die GréBen [4,(vk(*))], auch zugleich Fourier-Koeffi- 
zienten in bezug auf ein orthogonales vollstindiges System sind — wie 
oben (S. 189), daB die Funktion A(vk(s)) identisch Null ist. Anderer- 
seits bezeichnen wir die von Null verschiedenen Gréfen ft, mit x, (p = 1, 2,...) 
und die entsprechenden Linearformen 4, mit 4’, sowie deren Koeffizienten 


mit 2°,, V2, -.-5 setzen wir dann 
3 
(60) A’, (vk(s)) = | x, |" V(s)x,(8), 
so sind z,(s), 2,(s),... abteilungsweise stetige Funktionen von s, fiir die 
wegen (59) 


(Ma = Ge Dye a 


wird, wo (+1), den Wert + 1 oder —1 eae soll, je nachdem ~, 
positiv oder negativ ist. 
Nehmen wir nun in der Vollstindigkeits-Relation (51) 


u(s) = V(s)x,(s), v(s) = V(s)x,(s), 
so lehrt dieselbe 


b 
J V(s)x,(s)x,(s)ds = (+ 1) (ce es r {MM Ma + 042" 9 hgh =<} 


hm 


= DYED, 0M IAG 


und folglich wegen (55) und (56) 
b 
JV (s)x,(s)x,(8)ds = 0 (p+ %), 
(61) Av 
JV@,@"ds =(+1),; 
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wegen des Bestehens dieser Gleichungen sagen wir, dap die Funktionen 
1,(S), 1,(s),... em polares Funktionensystem bilden. 


Nehmen wir ferner in der Vollstandigkeits-Relation (51) ¢ als Inte- 
grationsvariable und setzen 


u(t) Ze K(s, t), v(t) ca V(t) a, (t), 
so folet mit Riicksicht auf (58), - 


(62) fie t)n,(#)dt = (+ 1),- ed (0, (8) Ag, + Ve ihg(S) agg + ++ °) 
as %y Hpk 
oder wenn wir 
itt 
ae 
einfiihren, 
(63) V(s)x,(s) = 4, Bf K(s, t)x,(t) dt; 


: \ 
d. h. die zu unserer urspriinglichen vorgelegten polaren Integralgleichung (49) 
gehorige homogene polare Integralglerchung 


(64) V(s)p(s) —4 {KG fp (t)dt = 0 


besitat fiir A= 41, die wegen (61) gewif nicht identisch verschwindende 
Losung p(s) = ns 


Wir wenden uns nun zu der wichtigsten Frage, nimlich der Frage 
nach der Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion in eine 
Reihe, die nach den Funktionen des polaren Systems 2, (s), 2,(s), ... fort- 
schreitet. 

Bei dieser Untersuchung legen wir die aus (54) hervorgehende 
Identitat 
(65) K (a, y) = 4,(@) Ay) + 4,(&) 4o(y) +>: 
zugrunde und wenden auf den hier rechts stehenden Ausdruck die 
analoge Betrachtung an, wie sie in Kapitel XIV auf den Ausdruck (41) 
angewandt worden ist. Wir verstehen dann wiederum unter g(s) eine 
willkiirliche in s stetige Funktion und setzen in die Identitat (65) 


ty = LV (+)9(+) |p» 

¥, = Pphg(s) = vyLK(s, »)], 
ein. Da mit hese pee die Vollstandigkeits-Relation (51) mit Hilfe 
von (52) 


(66) 
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ky pM [Veg Ah + ky, %[V (*) 9) Ie eciia = [h,(s)g(s)ds 


b 
= | [K(, *)g(s)as | 
ee P 
wird, so bekommt die linke Seite jener Identitét (65) nach Kinsetzung 
von (66) den Wert 


vk, (s) i {Es *otHae] + A) ; ac *) goat + “s 


=f [K(snV(r)K(, \g@drdt. 


Andererseits wird bei Heranziehung von (59) und der Vollstandigkeits- 
Relation (51) 


Ay @[Vmg@]) = Ant yLVag@*h + 1,2 %[Vix)g(*)le ++: : 


ee , 
= if A, (vk(s))9(s)ds 


b 
3 
ec? le 
== le” [V(s)x,(s)9(9as, 
Folglich geht die rechte Seite jener Identitit (65) nach der Substitution (66) 


mit Riicksicht auf die Tatsache, dab A, (vki(s)) verschwindet, sobald ie 
Null ist, und mit Bemerkung von (60) in 


V(a)| ele f VS) (Sol0)A-m (6) + re] [V4 919) ds-74(8) + | 
tiber. Setzen wir daher 


(67) f(s) =f [V()K(s, \VOKE r)g@)dtdr 


= [VKVK(s, r)g(r)dr, 
wo zur Abkiirzung 
b 
VEVK(s,r) = [V(s) K(s,t) VK rat 


gesetzt ist, und setzen wir ferner, indem wir (62) berticksichtigen, 


c= (4 1), ffls) Vs) (8) ds = x44] {V(s)9(s)2,(5) as, 
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so ftihrt die Vergleichung beider Seiten der Identitét (65) nach Multi- 
plikation mit V(s) zu der Formel 
f(s) = ¢%1(s) + C2 (8) +--+, 
wo die Reihe rechter Hand nach den obigen Ausfiihrungen gleichmabig 
und absolut konvergiert; d. h. wir erhalten den Satz: 
Satz 41. Jede durch Vermittlung einer stetigen Funktion g(s) in der 
Gestalt (67) darstellbare Funktion f(s) léBt sich auf Fouriersche Weise in 


eme nach den Funktionen 2,(s), x,(s),... fortschreitende gleichmdBig und 
absolut konvergente Rethe 


OECENO eer Ore 
¢, = (£1), fF) V(s)2,(s)ds 


entwickeln. 

Die Werte i,, 4,, ... wachsen, wenn in unendlicher Zahl vorhanden, 
absolut genommen tiber alle Grenzen; sie und die zugehérigen polaren 
Funktionen 2,(s), 2,{s), ... sind wesentlich durch K(s, #) und V(s) be- 
stimmt; wir nennen sie die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen der polaren 
Integralgleichung (49). Den Eigenwerten und Eigenfunktionen einer polaren 
Integralgleichung kommen die entsprechenden Higenschaften zu, wie wir 
sie oben in Kapitel XIV im Falle der orthogonalen Integralgleichung 
gefunden haben. Insbesondere erkennen wir durch ganz analoge Betrach- 
tungen folgenden Satz: 


Satz 42. Die zur polaren Integralgleichung (49) gehirige homogene 
polare Integralglecchung (64) besitet nur fiir diese Eigenwerte 4 = A, eume 
nicht verschwindende Lisung, und die zu 1, gehorigen polaren Eigenfunktionen 
zw. deren lineare Kombinationen sind auch die einzigen Lisungen der 
homogenen Integralgleichung (64). 

Besitzt eme polare Integralgleichung nur eine endliche Anzahl von 
Figenwerten 2,,...,4,, 80 folgt aus dem Entwicklungssatze wegen 


x, 1 B 
(+ 1), f f(s) V(s)x,(s)ds ea: ies Ap fl V(s) x, (8)g(s) ds (p =- is sks eat. n) 
sofort ‘ - 


f(9 =f VKVE(s, Yg(r)ar 


= shy J OmMa rm Ot, 55 | MOmOaearae 


und da diese Gleichung fiir jede stetige Funktion g(r) statthaben muB, 
so ergibt sich 
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1 
VEVK(s,t) = FOV m, (8) (t) +--+ + mee x,(8)m,(t)} 
oder nach Multiplikation mit V(s) . 


b 
1 
Pf: K(sr) VO) Kr, far = VE) VO (yaa +--+, 477%} 
d.h. K(s, é) ist eine derartige Funktion von s, t, dap, wenn man die Funktion 
b 
KVK(s,t) = [K(s,r) V(r) K(r, tar 


bildet und darin eine der beiden Variabeln, etwa t, als Parameter auffaft, 
diese Funktion KV K(s, t) fiir beliebige t nur n linear unabhiingige Funktionen 
der anderen Variabeln darzustellen vermag; insbesondere ist gewip em 
Eigenwert der polaren Integralgleichung immer vorhanden, wenn nicht 
KV K(s, t) identisch in s, t verschwindet. 

Die letzte Aussage gestattet die Umkehrung. In der Tat, verschwindet 
KV K(s, ) identisch in s, ¢ und besie dann die homogene polare Integral- 
gleichung (64) fiir irgendeinen Wert von 2 eine Lisung p(s), so wiirde 
durch Multiplikation derselben mit K(r,s)V(s) und Integration nach s 


b b 
[K(,8)9(s)ds — 1 [EVK(r, )pOdt = 0, 
mithin 
b 
[KO, s)p(s)ds = 0 
und wegen (64) 
p(s) =9 
folgen, d. h. die polare Integralgleichung besitet gewif keinen Eigenwert, 
wenn KV K(s, t) identisch verschwindet. 
Nehmen wir beispielsweise das Intervall a=0 bis b = 1, 
Visi =e fire 0 <4, 
Ve)=-—1 fir 45s 1 
und 
K(s, t) ra K(s + hi K(s, t+), 
so gewinnen wir eine polare Integralgleichung mit nicht verschwindendem 
Kern K(s,#), die keinen Higenwert besitzt, da, wie leicht erkannt wird, 
die Funktion KV K(s, t) identisch verschwindet. 
Wird von dem Kern K(s, ¢) der vorgelegten polaren Integralgleichung 
vorausgesetzt, daB er ein allgemeiner ist, so lift sich leicht zeigen, dab, 


wenn f(s) eine beliebige stetige Funktion und ¢ irgendeine noch so kleine 
positive GréBe bedeutet, stets mittelst geeigneter Koeffizienten eine solche 
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lineare Kombination f*(s) aus einer endlichen Anzahl der Eigenfunktionen 
%,(S), (Ss), ... gebildet werden kann, daB 


[fO-—f*OPds<s 


ausfallt. Ferner ist damn die quadratische Form K(x) abgeschlossen 
(S 194), und wir kénnen daher in der obigen Entwicklung an Stelle des 
Satzes 38* in Kapitel XII den Satz 38 ebenda (S. 156) anwenden; wir 
finden so, da in diesem Falle die polare Integralgleichung sowohl wnend- 
lich viele positive als auch unendlich viele negative Eigenwerte besitzt. 


Wie man unmittelbar sieht, bleiben die simtlichen Entwicklungen 
und Resultate der Kapitel XIII, XIV, XV gewif8 dann giiltig, wenn der 
Kern K(s, 7) Singularitéten von niederer als der 4 ten Ordnung besitzt — 
in dem Sinne, den wir in Kapitel VI (S. 31) festgesetzt haben; denn dann 
bleibt (K(s, 2))? integrierbar und daher die aus K(s, ¢) entstehende bilineare 
bzw. quadratische Form stetig. 

Aber es zeigt sich sogar, daB im wesentlichen die absolute 
Integrabilitaét des Kerns — wenn dieser bei s =¢ unendlich wird — 
fiir die Giiltigkeit der Theorie geniigt. Hier sei nur erwihnt, 
da8 der Beweis hierfiir wiederum in der einfachsten Weise mittelst 
der Methode der unendlich vielen Variabeln durch eine geringe Modi- 
fikation des obigen Verfahrens gelingt, wihrend, wie es scheint, alle 
bisher zur Auflésung der Integralgleichungen benutzten Methoden , ins- 
besondere auch die Methode von Fredholm nicht anwendbar sind, da fiir 
einen solehen Kern die im Nenner der ,,Fredholmschen Resolvente“ auf- 
tretende Potenzreihe nicht konvergieren mu und auch fiir keinen der 
durch Iteration entstehenden Kerne die Konvergenz der entsprechenden 
Potenzreihe stattzufinden braucht. Um mittelst der Methode der un- 
endlich vielen Variabeln die Lésung der Integralgleichung in diesem Falle 
zu erzielen, bedienen wir uns des Satzes, daB die aus einem Kern K(s, é) 
entspringende Bilinearform mit unendlich vielen Variabeln gewi8 voll- 
stetig ausfallt, sobald die Singularitit des Kerns von der Art wie f(s — ¢) 
ist, wo f(a”) eine bei x = 0 absolut integrable, sonst stetige Funktion be- 
deutet. Man hat alsdann zum Beweise nur ndtig, diejenige Integral 
gleichung heranzuziehen, der die Funktion 


vs) = folds 


geniigt. 
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Sechszehntes Kapitel. 


Anwendung der Theorie der polaren Integralgleichungen auf 
Differentialgleichungen und auf Systeme von simultanen 
Differentialgleichungen. 


Die im vorigen Kapitel XV gefundene Entwicklung willktirlicher 
Funktionen, die nach polaren Funktionen fortschreiten, bildet eine wesent- 
liche Ergiinzung der bekannten Entwicklungen nach orthogonalen Funk- 
tionen; insbesondere kommen in der Theorie der Differentialgleichungen 
polare Funktionensysteme neben den orthogonalen Systemen zur An- 
wendung und erweisen sich dann als ein ebenso notwendiges Hilfsmittel, 
wie die in der Literatur bisher allein behandelten orthogonalen Funktionen- 
systeme. 

So ist bisher in der bekannten Sturm-Liouvilleschen Theorie der 
Differentialgleichung*) 

du 
1 (pi) 


(68) —— +(q+ak)u=90 


stets die Voraussetzung gemacht worden, daf k eine im _betrachteten 
Intervalle a bis b positive Funktion sei.) Lassen wir diese Voraus- 
setzung fallen und nehmen vielmehr an, daf / eine stetige Funktion sei, 
die im Intervalle a bis b eine endliche Anzahl von Malen ihr Vorzeichen 
wechselt, so fiihrt, wenn q <0 ausfallt, die in Kapitel VII—VIII dargelegte 
Methode nicht wie dort auf eine orthogonale, sondern auf eine polare 
Integralgleichung mit definitem Kern, und da dieser Kern iiberdies all- 
gemein ist, so zeigt die im vorigen Kapitel XV begriindete Theorie, daB 
die Differentialgleichung (68) nunmehr sowohl fiir unendlich viele positive, 
wie fiir unendlich viele negative Werte des Parameters 1 — die so- 
genannten Higenwerte — Lésungen besitzt, die den betreffenden homo- 
genen Randbedingungen geniigen’ und die Higenfunktionen der Diffe- 
rentialgleichung heifen mégen. Diese Higenfunktionen bilden, von dem 


Faktor /|k | abgesehen, ein polares Funktionensystem, und es folgt der 
Satz, daB jede viermal stetig differenzierbare Funktion, die in den Rand- 
punkten a, 6 und den Nullpunkten von i gewisse Bedingungen erfiillt, 
sich in eine nach jenen Higenfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln 
1iBt. Wir erkennen somit, daB alle wesentlichen Aussagen der Sturm- 


1) Vgl. Kapitel VU. 
2) Vgl. indes Bocher, Bulletin of the Amer. Math. Soc., Vol. 1V (1898), pag. 367, 
wo das die Gleichung y” = p(x, 4)y betreffende Oszillationstheorem bewiesen wird. 
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Liouvilleschen Theorie unabhangig von der Voraussetzung des definiten 
Charakters der Funktion k giiltig bleiben, wenn nur die Funktion p den 
definiten Charakter besitzt und gq < 0 ist. 


Die in Kapitel VIII gegebene Theorie der partiellen Differential- 
gleichung 
ap ou ap Ou 
ee By ~+ (q+ Akju =0 


gestattet nunmehr die entsprechende Erweiterung auf den Fall, daf die 
stetige Funktion & in einer endlichen Anzahl von regulaér begrenzten 
Teilgebieten innerhalb des Gebietes J verschiedene Vorzeichen besitzt. 
Wir erkennen wiederum genau auf dem eben angedeuteten Wege, dah 
diese partielle Differentialoleichung sowohl fiir unendlich viele positive, 
wie fiir unendlich viele negative Werte des Parameters 2 der betreffenden 
homogenen Randbedingung gentigende Liésungen besitzt'), nach denen 
sich gewifs eine jede viermal stetig differenzierbare Funktion entwickeln 
la8t, wenn sie auf dem Rande sowie in den Grenzkurven jener Teilgebiete 
gewisse leicht anzugebende Bedingungen erfiillt. 


Die in Kapitel VII— VIII entwickelte Theorie der linearen gewohnlichen 
und partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung lat sich auch auf 
Systeme von simultanen linearen Differentialgleichungen aus- 
dehnen. Dies soll an dem Beispiel des Systems zweier Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit einer unabhingigen Variabeln gezeigt 
werden. 

Es seien u,(%), Ug(x) die zu bestimmenden Funktionen der unab- 
haingigen Variabeln x und ’ 


ii , \ a 12 / 7 4 
Quy), Ue) Uy Uo) = Py, (@) Uy? HF Dp ryo (a) Uy" Uy ++ Pye My” 
+ 2 (%) yy + 29 My Me + 2 Goi Uy Uy + 2 Jo Uy’ Uy 
Fh os 2 
+ iy + 215 Us = Tally 


ein homogener quadratischer Ausdruck in u,, v) und den ersten Ableitungen 
_ 1 aU; (2) pH @D) 
nS ae hay 
dessen Koeffizienten 11, Dy, Poor G1» 2» Go1r Y02» 11» Tia) Yee Qegebene 
stetige Funktionen von a sind und worin tiberdies ,, 5 — p,,” fiir keinen 
Wert des Intervalles x =a bis x =b verschwinden soll. 


1) Die Existenz dieser Funktionen ftir die partielle Ditferentialgleichung 
4utikw=0 hat bereits M. Mason nach einer von mir herriihrenden Methode 
gezeigt; Journ. de Math. 1904. 
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Durch Nullsetzen der ersten Variation des Integrals 


b 
Du, Uy) = fou, Uy) Uy Uy) ax 


entsteht das System der zwei linearen Differentialgleichungen 


(69) Dy (Uz, M) = 9, Ly (my, Ug) = 0, 
wenn zur Abkiirzung 
ew) 
Re OU,” 0 
(70) LI, (w) =e L,(%,; ly) , Giife L 0u,/? 


deere. 
du, 8 
E; (w) = itp (Uy, Uy) — 4 wee _ 2¢) 


Bedeuten v,, v, wiederum zwei Funktionen von a, so finden wir 
durch Anwendung der Produktintegration das Analogon der Greenschen 
Formel, wie folgt 


b 
(71) Ji v, L,(u) — uD, (v) + Ly (uw) — ug L,(v) } da 
0 0Q ogy? 
ewes ee ge Seah 
Wir wollen nun die Lésungen w, (s), u(s) der Differentialgleichungen (69) 

bei homogenen Randbedingungen nach Analogie der in Kapitel VII 
(S. 41—42) aufgestellten Bedingungen I—V unterwerfen. Der Kiirze 
halber ziehen wir jedoch hier nur die Forderung des Verschwindens beider 
Funktionen an den Randpunkten a, b, also die Randbedingungen 
(72) u,(a)=0, u,(b) = 9, 

u,(a)=0, uw%(b) = 9 
in Betracht. Wir nehmen nunmehr an, es giibe zwei den Parameter & 
enthaltende Systeme von Lisungen der Differentialgleichungen (69) 


(73) Uy, = Gis (@, i | Uy, = Gyo (, an 
Ug = Go, (7,6), |= Goo (a, g) 


von folgender Beschaffenheit: 


gesetzt wird. 


Nie 


1. Die vier Funktionen G,,, G.,, Giz, Gq sind simtlich zweimal 
stetig differenzierbare Funktionen fiir alle « mit Ausnahme der Stelle 7 = & 
innerhalb des Intervalles a bis b; fiir «= & sind jene vier Funktionen 
vielmehr von der Gestalt 


Gi, (#7, §) = — 3% NCS Gs Si1(@), Gis (a, 5) =— $4. (3) 6 h-- + S,.(#), 
Ges) = 4m, (8) | @—§|+ Sar (@), Ges (4,6) = — $9 (8)|@ — &|+ Soe (x), 


WO %i4, Mo, Mor, Tee die aus den Gleichungen 
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Pi + My Pr2a= 1,  WyPyr + MoePig = 9, 

11 Dio + %oiP22= 9, Wye Pig + Moe P22 = 1 
za bestimmenden Funktionen des Parameters &, und 8,,, S,,, Si:, Soe 
stetig differenzierbare Funktionen von 2 sind. ; 

2. Die beiden Funktionenpaare G,,, G,, und G,,, Go. geniigen 
identisch in € den Randbedingungen (72). 

Das System der vier Funktionen (73) hei®e dann das Greensche 
System fir die Differentialausdriiche L,, L, bet den Rand- 
bedingungen (72). 

Setzen wir in der Greenschen Formel (71) 

les Gy (2, §), he Gy; (2, So, 
Up = Ga, (X, &), % = Ga, (a, &*), 


u, = Gys(@, 8), 0 = Gya(a, &*), 
Ug = Goy(%, §), Vg = Gog (a, &*) 


U, = Gye(%, 8), % = Gie(a, &*), 
Uy = Gigg(H, §), V2 = Go(a, §*), 
so finden wir leicht das Symmetriegesetz des Greenschen Systems 
dey Differentialausdriicke L,, Ly, 
Gy (z, §) = Gu, 2), 
Gy2(a, 3) = Gy (&, @), 
Gig (2, §) = Gia9(&, 2). 
Bezeichnen nun 9,(«), (2) gegebene stetige Funktionen der Varia- 


beln # und verstehen wir unter f,(2), f(a) Lésungen der inhomogenen 
Differentialgleichungen 


ferner 


und endlich 


Li (fis f) = — 91(*), 

L,(f;, fe) = — P2(*), 

die durchweg innerhalb des Intervalles stetig differenzierbar sind und den 
Randbedingungen (72) geniigen, so finden wir mit Hilfe der Greenschen 
Formel (71) ebenfalls leicht 


f(a) =f Gir(@, ps8) + Go(@, £) pe (8) } aE, 


(74) 


(75) 


fale) = (Gu, 89,0 + Gyula, Doak. 


Umgekehrt, die so dargestellten Funktionen f,(”), f,(”) sind Lisungen 
von (74) und geniigen zugleich den Randbedingungen (72). 
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Wir definieren jetzt folgende Funktion von 2 baw. x, & in dem Inter- 
valle a bis 2b —a: 


(2) =F, @) IL Dale i ead) 
= f(x —b + a) Ora 2b a, 
p(x) = (a) ” aLa< b, 
= 9,(2 —b + a) ” bx a= 2b—<a, 
G (a, §) = G4, (a, &) ” (ME Ta b, OSG b, 
= G,9(a,§ —b +a) er. be Oe, 
= G.,(2 — b-4,.8) SE SAE SN et EL 


= Ge 04,6 —b 14) 5, be < 2b — a, OS FE <9b =a. 
Alsdann stellen sich die Integralgleichungen (75) in der Gestalt der 
einen Integralgleichung dar (vgl. Kap. XIV, S. 194): 


2b6—a 


(76) f(a) =f G(a, &)@(&)dé. 


Die Funktion G(a,&) ist nach dem vorhin aufgestellten Symmetriegesetz 
symmetrisch in bezug auf die beiden Variabeln z, £; sie stellt tiberdies 
einen Kern dar, der, wie wir aus (74) schlieBen, abgeschlossen und all- 
gemein ist. 


Wir betrachten nun die durch Hinfiigung eines Parameters A er- 
weiterten simultanen Differentialausdriicke 
(17) Ay (Uy, Ug) = Ly (Uy, Ug) + AK, Oy + Iya (x) Up), 
A; (Uy, Uy) = Ly (ty, Uy) + A(hgy @)U, + hing (ar) Uy), 
WO ky1, hy = hig, byg gegebene stetige Funktionen von x sein mégen, deren 
Determinante /,,/. — ky.” nur in einer endlichen Zahl von Teilintervallen 
verschiedene Vorzeichen besitzt. \ 
Wir lésen nun die Gleichungen 

0, = hy ty + Big tte, 


(78) 


nach u,, u, auf, wie folgt 


(79) 


V_ = hoy, + hing ty 


Uy = HP + MoV, 
Us = Ho0y + Ho9%2, (12 = Ha); 
und bestimmen dann ,, O19, Oo, Ms, als irgendwelche Funktionen von x 
derart, daB, wenn 
(80) Vy = 1 Pr TF M2 P2, 
Vg = O14 Py + M9 Po 
gesetzt wird, in g,, M, die Identitit 
(81) 44 0," + 2 M1901 % + Haq %" = Vix) gp," + Vi(a) 9? 


Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 14 
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besteht, wo V,(z), V,(a) Funktionen von « sein sollen, die nur die 
Werte +1 oder —1 annehmen. Die Substitution (80) mége ferner 
die Identitat 
(82) G1 0, (#) 0, (E) + Gy, (@) 2 (E) + Gay 0s (7) 0, (E) + Gon % (x) v(§) 
1 = Hy, py(a)ps(E) + Hye Paw) p28) + Ha G2) Px(E) + Hee Po(X) Gal) 
liefern, wo H,,, Hy,, Hs,;, Hy, Funktionen von x, € werden; endlich be- 
zeichne H(z, &) diejenige symmetrische Funktion von 2, § im Intervalle a 
bis 2b —a, die aus H,,, H,,, Hj,, Hy, ebenso gebildet ist, wie vorhin 
G(a, §) aus G41, G42, Gor, Goo 
Damit haben wir die Mittel zur Erledigung der. Frage gewonnen, 

ob die homogenen Differentialgleichungen 
(83) A, (ty, Uy) =9, Ag (ty, Me) = 0 
auBer Null Lésungen besitzen, die zugleich den Randbedingungen gentigen. 
In der Tat, aus 

Dy (uy, Uy) = — (hy + Iyyta), 

Dig (Uy, Up) = — 4 (Hig ty + figs tte) 
folgt nach (74), (75) 


uy (4) = af { Gy (a, &) (Figs (B) ee, (6) + Begg (6) tla ©) + Gra (& &) Vion (6) ty (8) + Mag E)Ug (6))}a 


b 
Us (x) = Aft Go, (@, &) yy EU, (8) + Kiya (E) Uy (&)) + Grog (%, 8) hn, E) uy &) + Moe (E) at, (E)) } 
oder nach Ausfiihrung der Substitution (78), (79) 


43 (@) 0, (@) + yp (#) V9 (") = af G4, (2, §)0, (8) + Gyo (2, §)r2(8) } @E, 


oy (2) 0, (%) + Ho9()02(@) = aft Gig, (a, &)0,(§) + Gon (m, &) 0, (&)} as. 


Wenden wir endlich auf die Funktionen 2, v, die Substitution (80) an 
und kombinieren diese Gleichungen entsprechend, so erhalten dieselben 
unter Zuziehung von (81), (82) die Gestalt 


Vi (2) 9, (a) = af | Ais @, E) py (&) + Ays (2, §) (8) }. a, 


Vy(@) p92) = 2.f | Hos (a, 8) 91(8) + Hoy (a, €)p2(€)} a8, 


oder 
2b—-a 


(84) V(a)p(a) — 2. f H(a, 8) p(§)dé = 9, 


wo », H die festgesetzte Bedeutung haben und V(a) durch die Gleichungen 
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V(a) os, V,(@), aS“ 8, 
=—V,(e@¢—b+a), b<u4<2b—a4 
definiert ist. 

Aus (84) haben wir zunichst gm zu bestimmen und daraus die Funk- 
tionenpaare @,, p,, alsdann nach (80) v,, v, und schlieBlich aus (79) die 
gesuchten Integrale u,, vw, von (83) zu entnehmen. Hinsichtlich des 
Charakters der Integralgleichung (84) sind zwei Fille zu unterscheiden, 
je nachdem J)() fiir alle @ dasselbe Vorzeichen darstellt oder nicht. 


Der erste Fall tritt ei, wenn die quadratische Form 

Ky Uy + Qhyy ty Ug + hgg tty” 
fiir alle Argumente x positiv oder negativ definit ausfallt, d. h. wenn fiir 
alle x 
Coe Kis, (3) hag (%) — hyn” (@) > O 
ist. Die Integralgleichung (84) ist dann eine orthogonale, und es gibt 
unserer Theorie zufolge wnendlich viele Werte von 1 — die Eigenwerte A®) —, 
fiir die Lésungen der verlangten Art vorhanden sind — die zugehérigen 
Fingenfunktionenpaare u,, u,” jenes Differentialgleichungssytems (83). Jedes 
Paar zweimal stetig differenzierbarer, in den Randpunkten verschwinden- 
der Funktionen f, (a), f,(@) laBt sich in Reihen nach jenen Higenfunktionen- 
paaren simultan mit gleichen Fourier-Koeffizienten entwickeln wie folgt 


f(t) = qm O@) + @uO@) +++; 
fy) = eg (a) + Gm (He) +++. 

Ist die Bedingung (85) nicht erfiillt, so wird V(#) gewiB beide 
Werte + 1 und — 1 annehmen. Die Integralgleichung (84) ist dann 
eine polare Integralgleichung mit definitem Kern, sobald die quadra- 
tische Form Q(u,’, %,, U;,, Ue) fiir alle Variabelnwerte x hinsichtlich der 
vier Argumente w,’, u,, W,, UW, positiv definiten oder negativ definiten 
Charakter hat. Ist diese Bedingung erfiillt, so findet die in Kapitel XV 
entwickelte Theorie der polaren Integralgleichung Anwendung, und wir 
erkennen, da8 es wiederum unendlich viele und zwar sowohl wnendlich 


viele positive als auch unendlich viele negative Werte von 4 — die Eigen- 
werte — gibt, fiir die Lésungen von der verlangten Art vorhanden sind — 


die zugehérigen Higenfunktionenpaare jenes Differentialgleichungssystems (83). 
Jedes Paar viermal stetig differenzierbarer Funktionen, die in Rand- 
punkten und in den Nullstellen von k,,h..— kj.” gewissen Bedingungen 
geniigen, ]iBt sich in Reihen nach jenen Higenfunktionenpaaren simultan 
mit gleichen Fourier-Koeffizienten entwickeln. 

DaB es fiir die simultanen Differentialgleichungen (69) stets ein 


Greensches Funktionensystem ev. im erweiterten Sinne (vgl. Kapitel VII 
14* 
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S. 44) gibt, wird in derselben Weise gezeigt, wie im Falle einer einzigen 
Differentialgleichung. 

Hine genau entsprechende Behandlung gestatten die Systeme simul- 
taner partieller Differentialgleichungen. 


Was die Konstruktion Greenscher Funktionen fiir simultane partielle 
Differentialausdriicke betrifft, so kénnen wir uns desselben Verfahrens 
bedienen, das ich im zweiten Abschnitt fiir einen einzelnen lnearen 
partiellen Differentialausdruck entwickelt habe.*) Dieses Verfahren er- 
fordert aber nicht nur, da der vorgelegte Differentialausdruck die Normal- 
form besitzt, sondern es setzt auch die Kenntnis der Greenschen Funktion 
fiir den Ausdruck 4 voraus — zwei Umstinde, die die Verallgemeinerungs- 
fahigkeit des Verfahrens erheblich beeintrichtigen. Hs ist daher die Be- 
merkung von Wichtigkeit, da’ bei jenem Verfahren die Higenschaft der 
Greenschen Funktion, der Gleichung 4 = 0 zu geniigen, gar nicht wesent- 
lich benutzt wird und daher in demselben die Greensche Funktion sich 
durch irgendeine Funktion der Variabelnpaare vy, § ersetzen laBt, die 
nur die iibrigen fiir das Verfahren wesentlichen Higenschaften der Green- 
schen Funktion besitzt. Auf diese Weise entsteht ein neues Verfahren,”) 
welches, wie mir scheint, eine sehr weite Anwendungsfahigkeit besitzt, 
indem es auch zum Ziele fiihrt, wenn die Glieder zweiter Ordnung in 
den partiellen Differentialgleichungen nicht in der tiblichen Normal- 
form vorgelegt sind, ja sogar auch auf Differentialgleichungen erster 
Ordnung, sowie auf partielle Differentialgleichungen von parabolischem 
und hyperbolischem Typus mit vollem Erfolge anwendbar ist. — Im 
folgenden Abschnitt wird diese Methode an dem Beispiel der partiellen 
Differentialgleichung auf der Kugel ausfiihrlich dargelegt werden (Kap. XVII). 


1) Betreffs der hier angedeuteten Methode der ,Parametrix vgl. den Bericht 
iiber einen von mir in der mathematischen Gesellschaft zu Gottingen gehaltenen 
Vortrag, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 16 (1907), 
8. 77—78. 

2) Dieses von mir in Kapitel IX (zuerst Gott. Nachr. 1904, 8. 247—250) 
dargelegte Verfahren ist dasselbe, dessen sich neuerdings auch K. Picard (Rendiconti 
del circolo matematico di Palermo, t. XXII, 1906, S. 250—254) zur Lésung der linearen 
partiellen Differentialgleichung, die auch erste Ableitungen enthilt, bedient hat. 
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Sechster Abschnitt. 


Anwendung der Theorie auf verschiedene Probleme 
der Analysis und Geometrie. 


In den folgenden Kapiteln XVII—XXI behandeln wir zunichst die 
Randwertaufgabe fiir ein simultanes System von linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung von elliptischem Typus, sodann wird die 
Methode der ,Parametrix“ zur Zuriickfiihrung von Differentialglei- 
chungen auf Integralgleichungen auseinander gesetzt und zur Integration 
der allgemeinsten elliptischen linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung auf der Kugel verwandt, wobei die Theorie der Kigenwerte und 
der Eigenfunktionen auf der Kugel sowie das zugehérige Variations- 
problem vollstindig erledigt wird. Die dann folgenden letzten drei Ab- 
schnitte beschiftigen sich mit besonderen, ganz verschiedenartigen Pro- 
blemen aus der Geometrie und Analysis, nimlich mit Minkowskis Theorie 
von Volumen und Oberfliche, mit einem Problem aus der Theorie 
der automorphen Funktionen und endlich mit einer gewissen zweipara- 
metrigen Randwertaufgabe, die mit Kleins Oszillationstheorem in engster 
Beziehung steht: ich wollte durch die Auswahl dieser Beispiele die 
mannigfache Verwendbarkeit meiner Theorie der orthogonalen 
und polaren Integralgleichungen offenbar machen. 


Siebzehntes Kapitel. 


Die Randwertaufgabe fiir ein System simultaner partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung 
von elliptischem Typus. 


In Kapitel VIII habe ich eine Methode angegeben, wie die Rand- 
wertaufgaben fiir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
yon elliptischem Typus mittels der Theorie der Integralgleichungen gelost 
werden kénnen. Diese Methode ist auch anwendbar, wenn ein System 
yon simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vorhegt: 
nur bedarf es dann einer entsprechenden Greenschen Formel, und an Stelle 
der friiheren Greenschen Funktion mit logarithmischer Unendlichkeits- 
stelle «= & y=7 tritt ein System von Greenschen Funktionen, die an 
jener Stelle gewisse Singularitiiten erster Ordnung aufweisen. Wir wollen 
hier die damit angedeuteten Modifikationen der Methode an dem folgen- 


den speziellen Probleme erliutern. 
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In der xy-Ebene sei eine geschlossene Kurve C durch die Gleichungen 


Diaet(S)5. <i —=018) 
gegeben, wo a(s), b(s) zweimal stetig differenzierbare Funktionen der 


Bogenlinge s sind; das von C umschlossene Gebiet der wy-Ebene werde 
mit J bezeichnet. Es seien die zwei simultanen partiellen Differential- 


gleichungen 

OU iy 
a) Npree eee 98, 
1 

- ik oe = ku + lv 


vorgelegt, wo p, q, k, | anon innerhalb J einschlieBlich C zweimal 
stetig differenzierbare Funktionen der unabhingigen Variabeln x, y be- 
deuten; es wird nun nach zwei solchen Funktionen u(xy), v(ay) ge- 
fragt, die innerhalb J den partiellen Differentialgleichungen (1) gentigen, 
wihrend u(zy) auf der Randkurve C gegebene viermal stetig differen- 


zierbare Werte 
u(s) = f(s) 
annimmt.') 


Fiir die linker Hand in (1) stehenden Differentialausdriicke erster 
Ordnung fiihren wir zur Abkiirzung die Bezeichnungen 


Gn 


Ox cea 
M(u, v) = se t5 ~ 


ein. Alsdann stellen wir die folgende, der bekannten Greenschen Formel 
entsprechende, fiir zwei willkiirliche Funktionenpaare w(xy), v(xy), w* (xy), 
v* (ay) giiltige Identitat auf: 


(2) fle Ly, v) — v* M(u, v) + wu L(u*, v*) — ov M(u*, o*)\add 


= f{u (ors = tu oY) +» (wt ot has, 


wo das Doppelintegral linker Hand tiber J oder irgendein innerhalb J 
gelegenes Gebiet und das einfache Integral rechter Hand iiber die ‘Rand- 
kurven dieses Gebietes zu erstrecken ist. 

Es mégen nun Gi (xy, §n), pe Ey) fiir die Differentialgleichung 


0? Uu 
4u= - ee By? 0 


1) Die hier dargelegte Methode ist in der Inauguraldissertation von W. A. Hurwitz 
(Géttingen 1910) auch auf Systeme partieller Differentialgleichungen erster Ordnung 
yon nicht elliptischem Typus sowie auf kompliziertere Randbedingungen ausgedehnt 
worden. 
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die Greenschen Funktionen erster Art bzw. zweiter Art im erweiterten 
Sinne’) sein; dies sind solche Funktionen der Variabelnpaare a, y; &, 1, 
deren jede die Form besitzt 
— + log {(w—&)+ YY — 1)"} + v(ey, £0) 
— unter y eine fiir jeden innerhalb J liegenden Punkt &, 4 und fiir jeden 
innerhalb J oder auf C liegenden Punkt 2, y zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion verstanden —, die ferner identisch in &, 4 den Difterential- 
gleichungen 92Gl  92Ql 
SE Oy oe 
aGt  o@m ax 
Cx? oy? Ak ? 
sowie den Randbedingungen bzw. der Integralbedingung 
[G* (xy, E11) |e=a() soi 
y=6(s) 


(3) UE = e, [ees See 0 
y=b(8) J) 
geniigen, wo J den Flicheninhalt des Gebietes J bedeutet und unter n 
die Richtung der inneren Normalen auf der Kurve C zu verstehen ist. 
Wir nehmen jetzt erstens 


aes one, 
sodaB 
Bue, vy =O, 
M(u*, v*) = 90 
wird, und fiihren diese Werte in die Formel (2) ein, indem wir zuvor 
die Unendlichkeitsstelle £, 7 durch einen kleinen Kreis ausschlieBen. Der 
Grenziibergang bei Zusammenziehung dieses Kreises auf den Mittelpunkt & 7 
liefert dann die Gleichung 
(4) =f (ru, v) + a Mu, v)\dJ = u(s) ae ds — 2xu(§n), 
VY) 4) 
wo das Doppelintegral linker Hand iiber das Gebiet J und das einfache 
Integral rechts tiber dessen Randkurve C zu erstrecken ist, wiahrend » 
die Richtung der inneren Normale auf C’ bezeichnet. 
Nehmen wir zweitens 
oat 4 gen 
dy ” i ae 
wobel 
L(u*®, v*) = 0, 


20 


M(u*, v*) = 7; 


1) Vgl. Kapitel IX, S. 70—75. 


216 Kap. XVI. Simultane partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 


wird, so fiihrt das entsprechende Verfahren zu der Formel 
(5) ey LG, ge eae u(s) 2" ds —2x0(E7). 


Hilfssatz. Wenn zwei Funktionen Hes, B(zy) innerhalb J ein- 
schheBlich des Randes C zweimal stetig differenzierbar und tiberdies von 
der Beschaffenheit sind, da fiir sie identisch in £, 4 die zwei Integral- 


gleichungen 
ME ie ae (xy 


(6) (Y) 
f(S 4e eee eee 0 
VY) 
erfiillt sind, so sind A und B selbst identisch Null. 
Zum Beweise dieses Hilfssatzes bestimmen wir durch Berechnung 
des ebenen Flachenpotentials auf die in der Potentialtheorie iibliche Weise 


eine Funktion w(ay), die innerhalb J einschlieBlich C der Differential- 
gleichung 


\dJ = 0, 


aA, OB 
40=F+ee 


geniigt. Alsdann finden wir durch Integration sofort eine zugehérige 


Funktion v, so dah 
L(u, v) = A 


(7) 
pi TAY, V) == B 


wird. Fiihren wir nun die so gefundenen Funktionen u(xy), v(ay) in 
(4) und (5) ein, so erhalten wir mit Riicksicht auf (7) und (6) die 
Gleichungen 


w(én) = f u(s) 2 as, 
ne 


v(&y) = fs u(s) E Bee +- 1 fo(oyar 
“S 
Die erstere Gleichung ee daB u(ay) nichts anderes als dasjenige ebene 
Potential ist, das in J der Gleichung 4u=0 gentigt und auf C die 


Werte u(s) aufweist. Bringen wir andererseits die letzte Gleichung auf 
die Form 


v(én) = 29 ads + +f v(eyas, 
278 ) 
so erkennen wir, da wv dasjenige ebene Potential ist, dessen normale 


Ableitungen oe auf C gleich den Werten gue sind, d. h. es ist » genau 
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ein zu w konjugiertes ebenes Potential, so da iiberall innerhalb J die 
Differentialgleichungen 

L(u, v) = 90, 

M(u, v) =9 
gelten. Wegen (7) folgt hieraus, daB A und B identisch Null sind, und 
damit ist unser Hilfssatz bewiesen. — 


Um nunmehr die anfangs gestellte Randwertaufgabe fiir die Differential- 
gleichungen (1) zu lésen, betrachten wir das folgende System von Integral- 
ke 


eee 


J) 


qo) + = (ku +10) | Jaa fe) an ~ ds—2nu(én), 


(9) ee ait a8" (pu-+ qr) —% — a (ku tle) — “Fv jar= free " ds —2n0(En), 
(J) 
das sich auch in die Gestalt 


n(n) +f (KEnav)ulay) + Ke Encnoley)) aI = 3 f pts) 


(C) 


(10) = df(s) 
| (én) +f | K,(&n, cy)u(wy) + K,(En, vy)o(ay) jd = “a, ads, 
bringen Se wo zur Abkiirzung - 
20K, (Ey, vy) = — p(ay) —& Fe o* k(ay), 
2a K, (Ex, ry) = — au g(ey) — ge 
22K, (6%, “y) = a = p(y) — a kay), 


2a K,(En, zy) = oe g(a ny) — 7 2 (ay) — 


gesetzt ist. Nehmen wir in (10) rechter Hand Si so entstehen die 
zu (10) zugehérigen homogenen Integralgleichungen. 

Wir machen nun zuniichst die Annahme, daB diese homogenen Integral- 
gleichungen keine Lésung besitzen. Nach dem bekannten von Fredholm 
aufgestellten Satze haben dann die inhomogenen Integralgleichungen (10) 
gewif eine Lisung, d.h. es gibt stetige Funktionen w (En), v(éy), die den 
Gleichungen (10) gentigen. Da wegen der dreimal stetigen Differenzierbar- 


keit der Funktionen f(s), ee auch die rechten Seiten in (10) dreimal 


stetig differenzierbare Funktionen von & 4 innerhalb J und auf C sind, 
so folgt in der tiblichen Weise durch dreimalige Iteration der Formeln (10), 
wonach sich uw(&7), v(Ey) schlieBlich als achtfache Integrale darstellen, 


218 Kap. XVI. Simultane partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 


daB diese Funktionen u(&), v(&y) ebenfalls dreimal stetig differenzierbar 
innerhalb J und auf C sind. 

Wegen der Symmetrie der Greenschen Funktion G* in den Variabeln- 
paaren x, y und &, 7 folgt nach (3), daB sie identisch in 2, y verschwindet, 
sobald der Punkt & 7 in einen Punkt o der Randkurve C riickt, und mit- 
hin miissen dann auch K,(6, vy) und K,(6, zy) identisch in a, y ver- 
schwinden; die erstere der beiden Gleichungen (10) lefert mithin fiir die 
Funktion uw die vorgeschriebenen Randwerte 
see a u(6) = f(9). 

Nunmehr fiihren wir die eben als Lésung der Integralgleichungen (10) 
erhaltenen Funktionen uw, v sowohl in die Formeln (4), (5) wie in die 
Formeln (8), (9) ein. Subtrahieren wir dann (8) von (4) und anderer- 
seits (9) von (5), so entstehen unter Benutzung von (11) Gleichungen 
von der Gestalt 

>, 6GI I 
(GE 4en+ F Ben lar =o, 
VY) 
9 GI u 
. i (22 Acay) — °S" Bey) |at =, 
J 


wo zur Abkiirzung 


B(axy) = a bs . — (ku + lv), 


gesetzt ist. Da hier offenbar A, B zweimal stetig differenzierbare Funk- 
tionen der Variabeln x, y innerhalb J und auf C werden, so sind die- 
selben mit Riicksicht auf den oben bewiesenen Hilfssatz identisch Null, 
d. h. die Funktionen uw, v geniigen den anfangs vorgelegten partiellen 
Differentialgleichungen (1) erster Ordnung. 

Nunmehr mégen entgegen der oben gemachten Annahme die zu (10) 
gehdrigen homogenen Integralgleichungen eine Lésung u(&7), v(Ey) be- 
sitzen, so dai nicht zugleich uw = 0, v = 0 ist. Dann zeigen die eben dar- 
gelegten Uberlegungen, daB diese Funktionen Lésungen der Differential- 
gleichungen (1) sind, von denen die erstere, w(wy), die Randwerte Null 
besitzt. Ferner sind in diesem Falle — wie die Theorie der Integral- 
gleichungen lehrt —, die inhomogenen Integralgleichungen (10) gewif 
lésbar, sobald ihre rechten Seiten gewisse lineare Integralbedingungen 
erfiillen, d. h. bei der gegenwirtigen Annahme gibt es gewiB dann eine 
Lésung der partiellen Differentialeleichungen (1), wobei w die Rand- 
werte /(s) hat, wenn f(s) gewissen linearen Integralbedingungen ge- 
niigt. Doch sei bemerkt, da unter besonderen Umstiinden diese Integral- 
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edingungen identisch von allen Funktionen f(s) erfiillt sein kénnen; so 
besitzt. offenbar das fiir 


p=0, gq=0, k=0, 1=0 


aus (1) hervorgehende Gleichungssystem stets Liésungen, wobei w beliebig 
vorgeschriebene Randwerte f(s) aufweist, obwohl dieses Gleichungssystem 
die von w=0, v=O verschiedenen Lisungen «=O, v=1 mit den 
Randwerten f(s) = 0 zulaBt. 

Durch Zusammenfassung der erhaltenen Resultate gewinnen wir 
den Satz: 

Satz 43. Wenn die partiellen Differentialgleichungen (1) auper u = 0, 
v =0 kein Lésungssystem u, v besitzen, derart dap u auf der Randkurve C 
verschwindet, so besitzen sie stets notwendig ein Losungssystem u, v derart, 
dap w uuf der Randkurve C irgend vorgeschriebene Werte f(s) annimmt. 
Im. entgegengesetzten Falle, d. h. wenn es ein Losungssystem u, v der 
partiellen Differentialgleichungen (1) derart gibt, daB u auf C verschwindet 
und die Funktionen u, v nicht beide iiberall in J Null sind, so existiert 
ein Losungssystem u, v, wobei wu auf C die vorgeschriebenen Randwerte f(s) 
annimmt, sicher immer dann, wenn f(s) gewissen linearen Integralbedingungen 
an endlicher Anzahl genigt. 


Achtzehntes Kapitel. 


Eine neve Methode der Zuriickfiihrung von Differential- 
gleichungen auf Integralgleichungen. 
Begriff der Parametrix. 


Zum Schlu8 von Kapitel XVI habe ich auf eine neue Methode’) 
hingewiesen, durch welche sich die Lésung linearer Differentialglei- 
chungen mit Hilfe von Integralgleichungen bewerkstelligen lift. Diese 
Methode unterscheidet sich von dem in Kapitel VII—VIII entwickelten Ver- 
fahren wesentlich dadurch, daB an Stelle der dort benutzten Greenschen 
Funktion die ,Parametrix® tritt, d.h. eine Funktion, die ebenso, wie 
die Greensche Funktion auBer von den Variabeln noch von Parametern 
abhingt, und auch die Unstetigkeits- und Randbedingungen wie die 
Greensche Funktion erfiillen muf, aber keineswegs wie diese einer Diffe- 


1) Vgl. auch die inzwischen erschienene scharfsinnige Abhandlung von K. E. Levi: 
I problemi dei valori al contorno per le equazioni lineari totalmente ellittiche alle 
derivate parziali. Roza 1909. 
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rentialgleichung zu gentigen braucht. Die hierdurch gekennzeichnete 
Modifikation bringt den Vorteil mit sich, da8 man bei der Integration der 
Differentialgleichung nicht nétig hat, zuvor die Lésbarkeit einer anderen 
Differentialgleichung vorauszusetzen, und da es daber auch gelingt, solehe 
partielle Differentialeleichungen auf Integralgleichungen zuriickzuftihren, 
die nicht in derjenigen Normalform yorliegen, wie wir sie im zweiten 
Abschnitt stets angenommen haben. 

Ich entwickle in diesem Kapitel die neue Methode an dem Beispiel 
der allgemeinsten linearen partiellen Differentialgleichung vom elliptischen 
Typus, wabrend das Integrationsgebiet die Vollkugel ist. 


Es seien s, ¢ die unabhiingigen Variabeln und z, w irgendwelche 
Funktionen derselben; als untere Indizes an einer Funktion mégen s, ¢ 
bedeuten, daB die partiellen Ableitungen der Funktion nach s, ¢ zu nehmen 
sind. Wir gehen aus von dem allgemeinsten linearen partiellen Differential- 
ausdruck zweiter Ordnung : 


Q(z) = az,,+ 2b2,,+ cz,+ le,+ mz,+ nz, 


wo a, b, ¢, l, m, n gegebene Funktionen von s, ¢ sind. Der zu &(z) 
adjungierte Differentialausdruck ist 
M (2) = (az),, + 2(b2),,+ (cz), — (lz), — (mz), + 02; 
ferner médgen 
= a(wez,— 2w,) + b(we,— ew, + (1 —a,— b, wz, 
Q = b(wz, = Zw,) + ¢(we,— 2w,) + (m — b,— ¢,) we 


die zu &(z) gehérigen Bilinearausdrticke heiBen: es gilt dann bekannt- 
lich die Identitit 
(12) w8(z) — zM(w) = B+ O,. 

Wenn wir in &(z) statt s, ¢ irgendwelche neue Variable s’, ¢’ ein- 
fiihren und den Differentialausdruck dann mit der Funktionaldeterminante 
der urspriinglichen Variabeln nach den neuen d. h. mit 

ty Se — tySy 
multiplizieren, so heiBe der so entstehende Difterentialausdruck 
Ve) Haare t 20 2,4 Cas, + e+ met n'2 

der transformierte Ausdruck von &(z); desgleichen heiBe der aus 
M(z) durch Hinfiihrung der neuen Variabeln s’, ¢’ und Multiplikation mit 
jener Funktionaldeterminante entstehende Ausdruck Qt’(z) der trans- 
formierte Ausdruck von )¢(z). Endlich mégen die Ausdriicke 

ib Pty — Qs,, 
a ay or de ckinia) 
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wenn man rechter Hand in $8, Q die neuen Variabeln s’, ¢ an Stelle 
yon s, ¢ einfiihrt, die transformierten Ausdriicke von 3, O heiBen. 
Indem wir in der Identitit statt s,¢ die neuen Variabeln s’, ¢ einfiihren, 
gelangen wir zu der Identitit 

wh’ (2) — 2D (w) = B+ Oy 
und yon dieser fiihren leichte Uberlegungen unter Beriicksichtigung der 
Bauart der Ausdriicke , OQ, ¥, OQ zum Beweise des folgenden Satzes: 

Der transformierte Ausdruck M(z) ist genau der zu (2) 
adjungierte Ausdruck, und die transformierten Ausdriicke BY OY’ 
sind genau die zu &(z) gehérigen Bilinearausdriicke. 

Im folgenden wollen wir der Ktirze halber die Koeffizienten a,b, c,/,m, 
des Differentialausdruckes &, desgleichen alle anderen vorkommenden Funk- 
tionen stets als beliebig oft differenzierbar voraussetzen — soweit nicht 
ausdrticklich Ausnahmen festgesetzt werden. 

Es seien nun auf der Kugel mit dem Radius 1 irgend zwei einfach 
gusammenhangende Gebiete K, und K, gegeben, die in dem Gebiete Ky, 
iibereinandergreifen; s,, t, seien irgendwelche krummlinige Koordinaten 
fiir das Gebiet K, und s,, f, irgendwelche krummlinige Koordinaten fiir 
K,; ferner sei &,(z) ein Differentialausdruck in den Variabeln s,, ¢, und 
&,(z) em Differentialausdruck in den Variabeln s,, t. Bezeichnen wir 
das Linienelement auf der Kugel in tiblicher Weise mit 

e,ds,2+ 2f,ds, dt, + g, dt’, 
baw. €,ds,?+ 2f, ds, dt, + godt”, 


go ist das Flichenelement der Kugel 
dk = Ve — fds, dt, 
bzw. = V 692 — fo" FS_A ty; 


ferner wird innerhalb des Gebietes K,, 
as, Ot, 5, 04 _ Vege fh’ 


und wegen 


2’, (2) = 2,(2) Ge Dope ied 


~ 08, Ot, Oty OSs) 

folgt mithin i rere 
Vewiiere tas Ve9e—f° 

Wenn nun der besondere Umstand zutrifft, daB der auf die Variabeln 

Sy, tf transformierte Differentialausdruck 2’, mit &, identisch ist, so stellt 


die Formel 
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m dem gemeinsamen Gebiete K,, den namlichen Differentialausdruck dar; 
zugleich erweist sich der Wert dieses Differentialausdruckes L(z), wenn 7 
eine Funktion einer innerhalb A, oder A, gelegenen Stelle auf der Kugel 
bedeutet, als unabhangig von der Wahl der krummlinigen Koordinaten s, t. 
Ist die Vollkugel mit einer endlichen Anzahl von tibereinandergreifenden 
Gebieten K,, K,, ... bedeckt und in diesen je ein regulirer Differential- 
ausdruck bzw. &,, &, ... gegeben von der Art, dafS immer in dem ge- 
meinsamen eile von je zwei tibereinandergreifenden Gebieten der trans- 
formierte Differentialausdruck des einen Gebietes mit dem Differential- 
ausdrucke des anderen tibereinstimmt, so definieren die Formeln 


© 
L(@) = in a 
( ) Vea i fhe % 
Se re 
Vee Ie Sar 


eindeutig und widerspruchslos iiberall auf der Kugel einen Differential- 
ausdruck, dessen Wert, wenn ¢ eine Funktion der Stelle auf der Kugel 
bedeutet, ebenfalls unabhaingig von der Wahl der krummlinigen Koordi- 
naten s, ¢ ausfallt; der Differentialausdruck L(z) heibe ein auf der Voll- 
kugel reguldrer Differentialausdruck. Wie man leicht erkennt, bestimmen 
die zu &,, &, ... baw. in K,, K,, ... adjungierten Differentialausdriicke 
M,, Wi,, ... vermége der Formeln 
My, (2) 


M (2) = —S— Jip 
e ae V4 a> fh? A 
Ms) ie 
aS ae 3 2? 


ebenfalls einen auf der Vollkugel reguliiren Differentialausdruck M(z); 
dieser heiBe der zu L(z) adjungierte Differentialausdruch. 

Wenn wir die Formel (12) in einem von beliebigen geschlossenen 
Kurven berandeten Gebiete G der Kugel mit den krummlinigen Koordi- 
naten s, ¢ integrieren, so erhalten wir die Integralformel 


(14) J [{e&@ — 2M(w) }dsdt = [Pat — Qas), 
(@) (R) 

wo das Doppelintegral linker Hand tiber das Innere von G und das 
Linienintegral rechter Hand tiber simtliche Randkurven R und zwar jedes- 
mal in der Richtung hin zu erstrecken ist, daB das Gebiet G zur linken - 
Hand bleibt. 

Wenn wir in dem Linienintegral rechter Hand an Stelle der Variabeln 
s, ¢ beliebig neue Variable s’, ¢ einftihren, so sind nach dem oben be- 
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wiesenen Satze die transformierten Ausdriicke 8’, OQ’ genau die zu &’(z) 
gehdrigen Bilinearausdriicke; mittels der Formeln (13) folgt hieraus die 
wichtige Tatsache, da8 der Integrand des Linienintegrals rechter Hand in 
(14) derselbe bleibt, wenn wir bei der Bildung derselben an Stelle von & 
den beliebig transformierten Ausdruck ¥’ zugrunde legen. 

Teilen wir jetzt die Vollkugel etwa durch den Aquator in die zwei 
Halften K,, K, und wenden auf jede derselben die Formel (14) an, so 
entsteht — wegen der eben bewiesenen Invarianz der Integranden in den 
Linienintegralen und da in dem Linienintegral der zweiten Formel der 
Aquator in entgegengesetzter Richtung zu durchlaufen ist, wie bei der 
ersten Formel — durch Addition die Formel 


f [{wZ@) — 2M(w)\dsdt = 0, 


wo das Doppelintegral iiber beide Kugelhalften zu erstrecken ist. Fiihrem 
wir hierin die auf der Kugel reguliren Differentialausdriicke D(z), M(é) 
und das Flichenelement dk der Kugel ein, so erhalten wir 


(15) (wl) — 2M) \dk =0, 
wo das Integral tiber die Vollkugel zu erstrecken ist. 

Der Differentialausdruck L heife von elliptischem Typus, wenn tiberall 
in jedem der Ausdriicke & fiir alle Werte der Variabeln s, ¢ die Ungleichung 
(16) ac—?>0 


erfiillt ist; wir nehmen zugleich a und ¢ positiv an. 


Unser Hauptproblem besteht zunachst in der Integration 
der Differentialgleichung yon elliptischem Typus 
wo f eine iiberall auf der Kugel definierte Funktion bedeutet. 

Um dieses Problem auf ein Problem der Theorie der Integralglei- 
chungen zuriickzufiihren, bedarf es des Begriffes der Parametrix. Ftir den 
vorliegenden Fall verstehen wir unter einer Parametric eine Funktion 
p(st, ot) des Argumentpunktes s, ¢ und des Parameterpunktes o, + auf 
der Kugel von folgenden Higenschaften: 

1. Die Parametrix p(st, ov) ist tiberall in den Koordinaten des 
Argumentpunktes s, ¢ und des Parameterpunktes o, + stetig und beliebig 
oft differenzierbar, auBer wenn der erstere mit dem letzteren zusammen- 
fallt, d. h. wenn gleichzeitig s = 6, t=t wird: alsdann wird p(st, 6): 
logarithmisch unendlich, wie folgt: 
log { e(6t) (s — 6)? — CUR ge ee) + a(t) (¢— t)*} 4 8(st, 52), 

42 Valor) e(or) — (b(67))” 


 p(stert)=— 
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wo S(st, ot) eine Funktion vom Argumentpunkt s, ¢ und vom Parameter- 
punkt o, t auf der Kugel bedeutet, die fiir s = 6, =r zwar stetig sein 
mu, deren zweite Ableitungen aber fiir s = 6, t= 1 von erster Ordnung 
unendlich werden diirfen — wihrend sonst iiberall mindestens dreimal 
stetige Differenzierbarkeit statt haben soll. 


2. Die Parametrix ist symmetrisch in bezug auf Argumentpunkt und 

Parameterpunkt, d. h. es ist 
p(st, ox) = p(er, st). 

Um eine Parametrix zu konstruieren, betrachten wir die raumlichen 
Koordinaten wz, y, ¢ eines Punktes der Kugel als Funktionen der krumm- 
linigen Koordinaten s, ¢ — indem wir immer in jedem Teilgebiet auf 
der Kugel die demselben eigenen Koordinaten s, ¢ derart wahlen, daB 
tiberall auf der Kugel 


(17) Y,2,—2,49,+9, 2,0,—%,2,+0, x,y,— ¥,¢,+ 0 

ausfallt. Dann bestimmen wir aus den drei Gleichungen 
Azi+ By?+ Cz? = e(st)\Veg—f?, 

(18) Ann, + Byy, + Cz,2,= — v(st)Veg — f, 
Ax? ae By? at Ca? p a(st)Veg — f? 


die Gréfen A, B, C als Funktionen des Argumentpunktes s, ¢; dieselben 
sind gegeniiber einer Transformation der Koordinaten s, ¢ invariant und 
stellen daher Funktionen auf der Kugel dar; aus (17) folgt leicht, daf 
die Determinante dieser Gleichungen 


2 
| a, Ys &, 


| ate YY % | 
aed Y; oe | 
stets von Null verschieden ist. 

Nunmehr verstehen wir unter &, 7, € die raumlichen Koordinaten des 
Parameterpunktes 6, 7 auf der Kugel, so daB & 1, € baw. ebenso von o, t 
abhiingen, wie z, y, 2 von s, 7, und bilden dann den Ausdruck 

w(st, or) = A(@w — &)? + BYy — n)* + Cle — §)?. 


Setzen wir hierin 


a—&—2,(s—o)+4,t—1)+:-., 
YAN EY Seni) Gratis beat) rede, 
e—€=2z,(s—o)+24,(t—t)+--- 
ein, so ergibt sich mit Benutzung von (18) die Entwicklung 
w (st, ot) = Veg — f?{ c(st)(s — 6)? — 2b(st)(s—o) (¢— 1) + a(st) ¢—7)?} + (s—a,t 
= Veg — f?{ cor) (s— 6)? — 2b(or)(s— 6) (t—1) + a(or)(t —1)?} + (s—o,t 
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wo beidemal (s—o, ¢—r), Ausdriicke mit Ghedern von dritter und 
héherer Ordnung in s—o, ¢—vr bezeichnen. Mit Riicksicht hierauf ist. 
wegen (16) gewif 
(19) w(st, 6t) > 0, 
sobald die Differenzen s — 6, t — 1 absolut geniigend klein gewahlt, aber 
nicht beide Null sind: es sei ¢ eine so kleine Konstante, da die Un- 
gleichung (19) statt hat, sobald 

O<@—éPty—nite—ice# 
ist. Endlich sei » der absolut gréBte Wert, den (st, 6r) annimmt, wenn 


der Argumentpunkt s,¢ und der Parameterpunkt (6, rt) beliebig auf der 
Kugel variieren: alsdann stellt der Ausdruck 


W(st, 6x) = v(st, or) + 2 ((@ — 8? + Y— 1)? + @ — 8}? 


eine Funktion dar, die stets positiv ausfallt und nur fiir s=o, t= 1 
verschwindet. Da andererseits 


U{st,or) Veg —F* {c( 62) (s—o)—20(61) (s—s) (¢—2) +a(or) (t—1)) {1+ (8-6, t—2)} 
wird, wo (s — 6, t— rt), einen fiir s = 6, ¢ =r mindestens von der ersten 
Ordnung in s—o, ¢—vt verschwindenden Ausdruck bedeutet und, wie 
man sofort ‘sieht, W(or, st) sich in die gleiche Gestalt bringen laBt, so 
besitzt der Ausdruck 


2 a _ log Por, st) ¥ \ 
Va(6x)c(or)—((62))?  Valst)e(st) — O(st))*) 

die fiir die Parametrix geforderten Higenschaften; die Existenz einer 
Parametrix ist damit bewiesen. 


p(st, ot) = 5— 


1 log P(st, or) 


Aus der oben aufgestellten Definition der Parametrix folgern wir 
eine Reihe von Tatsachen — analog wie dies in der bekannten Theorie 
des logarithmischen Potentials geschieht. 

Erstens: der Ausdruck 

M(p(st, 6t)) 
stellt eine Funktion dar, die ftir s =o, t= 71 héchstens von der ersten 
Ordnung unendlich wird. Wenn man namlich alle diejenigen Glieder, die 
allein von der zweiten Ordnung unendlich werden, ausrechnet, so erkennt 
man, daB sie sich gegenseitig zerstéren. 

Zweitens: Wenn <(st) irgendeine iiberall zweimal stetig differen- 
gierbare Funktion auf der Kugel bedeutet, so ist stets 


(20) J (pL) — 2M(p)} ak = — 2(67), 


wo das Integral tiber die Vollkugel zu erstrecken ist. 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 15 
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Zum Beweise dieser Formel beschreiben wir um den Punkt o, + aw 
der Kugel einen Kreis k, mit dem kleinen Radius r und zerlegen dadurch 
die Oberfliiche der Vollkugel in das kreisférmig begrenzte Gebiet hk, und 
das auBerhalb k&. gelegene Gebiet K,; dann wenden wir die Integral- 
formel (14), indem wir w(st) = p(st, or) nehmen, auf das Gebiet K, an 
und fiihren den Grenziibergang zu r = 0 aus. 


Drittens: wenn wir unter ¢(st), wie soeben, eine Funktion auf der 
Kugel verstehen und ferner mit M denjenigen Differentialausdruck be- 
zeichnen, der aus M hervorgeht, wenn wir darin die Variabeln s, ¢ durch 
die Parameter 6, t ersetzen, so gilt die Formel 


(21) M{ fepdk}—= fzM(p)dk — 2(or), 
wo die Integrale wiederum iiber die Vollkugel zu erstrecken sind. 

Zum Beweise haben wir die in dem Ausdruck M linker Hand ge- 
forderten Differentiationen erster und zweiter Ordnung auszufiihren. Da 
die Parametrix p(st,ot) fiir so, ¢—+t nur logarithmisch unendlich 
wird, so sind die einmaligen Differentiationen nach 6, r linker Hand 
ohne weiteres durch Differentiationen unter dem Integralzeichen ausfiihr- 
bar. Aus der ersten Higenschaft der Parametrix entnehmen wir nun die 
Giiltigkeit von Gleichungen der Gestalt 


| Rikon Wis S ? 
Ge Dae he we E 
wo S, 7 solche Funktionen von s, ¢; 6, t sind, deren erste Ableitungen 
fiir s = 6, t = 7 hdchstens von erster Ordnung ‘unendlich werden. Zerlegew 
wir jetzt wiederum die Oberfliche der Vollkugel in die zwei Teile K, 
und k, und setzen dann in dem tiber k, zu erstreckenden Integral die 
letzteren Ausdriicke fiir p,, p, aus (22) ein, so entstehen bei geeigneter 
Anwendung der Produktintegration (partiellen Integration) Integralaus- 
driicke, bei denen eine nochmalige Differentiation nach 6, t unmittelbar 
durch Differentiation unter dem Integralzeichen méglich ist. Der Grenz- 
iibergang zu r = 0 fiihrt schlieBlich zu der angegebenen Formel. — 
Nunmehr sind wir imstande, das oben bezeichnete Integrations- 
problem zu lésen, indem wir den folgenden Satz aufstellen und beweisen. 


Satz 44. Wenn die homogene Differentialgleichung 
(23) L(g) =0 
keine von Null verschiedene, auf der ganzen Kugel stetige Losung besitzt, 
so hat die Differentialglecchung 


(24) L(e) =f, 
wo f irgendeme gegebene Funktion auf der Kugel bedeutet, stets eine stetige 
Lisung; die adjungierte Differentialgleichung 
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(25) M(z) =0 
lapt in diesem Falle gewiB keine Lisung zu. 


Besitzt dagegen die homogene Differentialgleichung (23) Lésungen, so 
lassen sich aus diesen stets eine yewisse endliche Anzahl, n, linear von ein- 
ander unabhingiger Lisungen auswihlen, so dap jede Lisung von (23) eine 
lineare Kombination derselben wird; die adjungierte Differentialgleichung (25) 
besitet in diesem Falle auch genau n linear unabhiingige Lisungen, und die 
Differentialgleichung (24) ist dann und nur dann lisbar, wenn die gegebene 
Funktion f die n Integralbedingungen 
(26) Jfu,ak = 0 (h =1,2,3...n) 
erfullt, wo w,,..., v, jene linear voneinander unabhdngigen Lisungen von 
(25) bedeuten. 

Zum Beweise setzen wir zuniichst voraus, daB die Differential. 


gleichung (23) keine Lésung besitzt. Eine Lésung z der Differential- 
gleichung (24) mu8 wegen (20) die Integralgleichung 


; fof — ¢M(p)) dk = —2(60) 


(27) [eM (w)dk — 2(r) = [pfdk 


befriedigen; der Kern M(p) dieser Integralgleichung ist der ersten Be- 
merkung auf S$. 225 zufolge eine solche Funktion von s, ¢, 6, t, die fiir 
s=6,¢t—=t von der ersten Ordnung unendlich wird. Die Gesetze iiber 
die Auflésung von Integralgleichungen sind, wie bereits Fredholm gezeigt 
hat, in diesem Falle in gleicher Weise giiltig, wie wenn der Kern eine 


» 


durchweg stetige Funktion ware. Andrerseits lift sich auch, ihnlich wie 
dies auf S. 217-218 geschehen ist, zeigen, daB eine Lésung der Integral- 
gleichung (27) beliebig oft stetig differenzierbar ist, falls diese Annahme 
fiir f zutrifft. 

Nach der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen hingt die 
Lésbarkeit der Integralgleichung (27) von der Beschaffenheit der ent- 
sprechenden homogenen Integralgleichung 


(28) fzM(p)dk — z(6r) = 0 


ab. Die Anzahl der linear unabhiingigen Lésungen dieser homogenen 
Integralgleichung sei N, und die Lésungen seien @,,..., By. Wegen (20) 
haben wir dann 

[pL(®,)dk = 0 (h=1,..., N), 
oder wenn 
(29) X,— L(@,) (Rise Sc5: IN) 
gesetzt wird, 

15* 
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(30) ‘[pX,dk =0 hel... 40); 
d. h. die NV Funktionen X,, ..., 
(31) [pedk =0, 

und wegen (21) sind sie demnach auch Lisungen der homogenen Integral- 


gleichung 


(32) [zM(p)dk — 2(6r) = 0. 


Xy gentigen, fiir z eingesetzt, der Gleichung 


Diese homogene Integralgleichung ist aber diejenige, die aus der 
homogenen Integralgleichung (28) entsteht, wenn man in deren Kern die 
Argumente s, ¢ mit den Parametern o, + vertauscht. Nun sind die 
N Funktionen X, voneinander linear unabhingig, da ja sonst wegen (29) 
eine von Null verschiedene Lésung der Differentialgleichung (23) existieren 
miiBte. Nach den allgemeinen Satzen iiber Integralgleichungen besitzt 
die Integralgleichung mit dem transponierten Kern M(p) genau ebenso 
viele linear unabhingige Lisungen wie die urspriingliche; es ist mithin 
jede Funktion z, die der Gleichung (31) geniigt, da sie dann auch (32) 
erfiillt, notwendig in der Gestalt 

2=O,X%,+---+ CyXy 
darstellbar, wo C,,..., Cy geeignete Konstante bedeuten. 

Da hiernach die N Funktionen X, die simtlichen Lésungen der 
homogenen Integralgleichung (32) ausmachen, so sind nach der all- 
gemeinen Theorie der Integralgleichungen die notwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen fiir die Lésbarkeit der inhomogenen Integralgleichung (27) 


die folgenden 
| J[X.(or)pf(st)dkdx = 0, (h=1,«.., N) 


wo die Vollkugel sowohl bei der Integration nach dem Argumentpunkt s, ¢, 
als auch bei der Integration nach dem Parameterpunkt 6, t als Integrations- 
gebiet zu nehmen ist. Da aber wegen (30) diese Bedingungen stets er- 


fiillt sind, so besitzt (27) stets eine Lésung; es sei m* diese Losung, so dab 


(33) ‘[p* M(p)dk — g*(or) = fpfak 
wird. Setzen wir dann andererseits in (20) z¢—=q* ein und addieren 
die so entstehende Gleichung zu (33), so ergibt sich 


fo(L(g*) —f\ak =o. 
Wegen der vorhin gefundenen Tatsache folgt hieraus 
Doty faOiXich Oy Xin 
wo O,,..., Cy geeignete Konstanten sind. Wegen (29) ist demnach 
gy = p*— 0, 9,—--:— Cy®y 


eine Lésung der Differentialgleichung (24). 
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Wir erkennen nunmehr auch leicht, daB (25) keine von Null ver- 
schiedene Lésung besitzt. Ware nimlich wy eine solche Liésung und be- 
stimmen wir dann — was nach dem eben Bewiesenen stets méglich ist — 
eine Funktion @ derart, daB 


L@)=4% 
ist, so wird aus (15) fiir w=, z= die Gleichung 
Jvdk =0, 


die nicht statthaben kann, da ja w nicht identisch verschwinden sollte. 
Damit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 

Zum Beweise des zweiten Teiles des Satzes bezeichnen wir mit g,,..., 9, 
ein yollstandiges System von » linear unabhingigen Lésungen der Diffe- 
rentialgleichung (23). Sodann betrachten wir wiederum die inhomogene 
Integralgleichung (27) und die zu ihr zugehérige homogene Integral- 
gleichung (28). Die letztere lift, wie aus (20) sofort folgt, die Lésungen 
Qi, ---> P, zu. Auer diesen » Lésungen und deren linearen Kom- 
binationen kann die Integralgleichung (28) noch weitere Lésungen be- 
sitzen; unter diesen wahlen wir ein System untereinander und von den 
Funktionen g,,..., g, linear unabhingiger Lésungen ®,,..., ®y derart 
aus, daf alle Lésungen von (28) durch g,,..., y,, ®,,..-, By linear 
darstellbar sind. Wir bilden nun, wie vorhin beim Beweise des ersten 
Teils unseres Satzes, die N Funktionen 


(34) X,= L(®,) (i= lies N ys 
dieselben gentigen, wie aus (20) folgt, den Gleichungen 
(35) [pX,dk = 0 (h=1,..., N) 


und sind demnach, fiir 2 eingesetzt, wegen (21) auch Lésungen der 
homogenen Integralgleichung (32). Die N Funktionen X,,..., Xy sind 
voneinander linear unabhingig, da sonst entgegen unserer Annahme 
aus (34) sofort das Bestehen einer linearen Relation zwischen q,, ..-., 9,, 
®,,..., By folgen wiirde. 

Da die homogene Integralgleichung (28) genau n+ N linear un- 
abhiingige Losungen besitzt, so mui nach der allgemeinen Theorie die 
Integralgleichung (32) mit dem transponierten Kern ebentalls genau 
n + N linear unabhingige Lésungen besitzen, d. h. auSer den Funktionen 
X1,--+) Xw gibt es noch genau » Funktionen y,,..., 7,, die ebenfalls 
der Integralgleichung (32) geniigen und mit X,,..., Xv zusammen ein 
volles System von n+ N Lésungen der Integralgleichung (32) bilden. 

Die Funktionen 7,,..., 7, denken wir uns nun durch geeignete 
lineare Kombinationen ihrer selbst derart ersetzt, da gerade fiir die 
vy Funktionen 7,,..., 4, (0<v<m) die Gleichungen 


= 
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(36) [pudk =0 b= hoe) 
statthaben und tiberdies, falls wir aus den iibrigen » —v Funktionen 
Vii oi lie Ys honktionen 


v= fpandk (=o Ly ee) 
bilden, diese »—v Funktionen y,,,,..-, Y, noch linear voneinander 
unabhingig ausfallen. Wegen (21) sind ¥,,,,..., ¥%, Losungen der 


Differentialgleichung (25). 

Nunmehr nehmen wir an, da der zu beweisende Satz fiir alle Falle, 
in denen die Anzahl der linear unabhingigen Lésungen der vorgelegten 
Differentialgleichung kleiner als  ausfallt, bereits als richtig erkannt sei; 
dann folgt, daB die Differentialgleichung (25) mindestens linear unab- 
hingige Loésungen besitzen muf; denn wire thre Anzahl kleiner als n, 
so wiirde unser Satz, auf (25) angewandt, aussagen, daf die zu (25) ad- 
jungierte Differentialgleichung (23) nur ebensoviel, gewiB also nicht n 
linear unabhiingige Lésungen besitzen kénnte, wie wir doch gegenwartig 
vorausgesetzt haben. Es ist hiernach gewif méglich zu den » — v Funk- 
tionen ~,,,,.--, ¥, noch vy weitere Funktionen y,,..., Y, hinzuzufiigen, 
derart, daB die Funktionen .,,..., ~, em System von m linear unab- 
hingigen Lésungen der Differentialgleichung (25) bilden. ; 

Aus (15) folgt sofort, daB, wenn die Differentialgleichung (24) lésbar 
sein soll, notwendig die Integralbedingungen (26) erfiillt sein miissen. 
Andererseits besitzt die inhomogene Integralgleichung (27) der allgemeinen 
Theorie zufolee gewiB eine Lésung, wenn die n + N Bedingungen 


(37) J {[X(or)pf(st)dkdx = 0 h= to SEN 
(38) J ftx(@r) pf (st)dkdz = 0 hy seoe 
(39) J fuer) pf (st)dkdx = 0 (h=v-+1,...,n) 


bestehen. Nun sind aber wegen (35), (386) die Gleichungen (37), (38) 
fiir jede Funktion f erftillt und die Gleichungen (39) erhalten die Gestalt 
(40) [fb dk =0 (h=v+1,,..., 0). 
Bedeutet also f eine diesen » — v Bedingungen (40) geniigende Funktion, 
so gibt es gewif eine Funktion z= g*, die der Integralgleichung (27) 
gentigt. Addieren wir diese Gleichung zu derjenigen, die aus (20) fiir 
z= g* entsteht, so erhalten wir 


(41) [p{ L(g*) — f}dk = 0, 
und hieraus entnehmen wir wie vorhin 


ECG) 0, Ya he aa Ra ste AGT cree ate ey 
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WO ¢,,..., 6, O,,..., Cy geeignete Konstante bedeuten. Setzen wir 
aber diesen Ausdruck fiir L(g*) -— f in (41) ein, so folgt sofort mit Riick- 
sicht auf (35), (86) wegen der linearen Unabhingigkeit der » — vy Funk- 
tionen y,, daB 

Cy44= 0, ..., 6,= 9 


sein muB. Wegen (34) befriedigt mithin 


Pa get On Dy 
die Differentialgleichung 
(42) LPN EGR Oy 


Wir wollen nun zeigen, daB die weiteren der Funktion f aufzuer- 
legenden » Bedingungen 


(43) Jfb,ak = 0 (h=1,..., v) 
_ notwendig — 
(44) ¢,=0,...,¢,=0 


zur Folge haben. Zu dem Zwecke setzen wir in (15) w = y, (h = 1,..., v) 
und z=; dann erhalten wir wegen (42) 


fitak +o fundk+---+efvedk=0 @=1,...,0) 


oder 
(45) WG Sige rect Oe ae (h a ip 20 Oh v), 
wenn zur Abkiirzung 
Ju.tak =— A, (h=1,..., v), 
fYimak = Gy (4,U=1,...,) 


gesetzt ist. Da wir nun offenbar durch geeignete Wahl der Funktion f 
unter Wahrung der Bedingungen (40) den GroBen A, beliebige Werte 
erteilen kénnen und nach dem eben Bewiesenen die Gleichungen (45) fiir 
alle solchen A, Lésungen ¢,,..., ¢, haben, so mu die Determinante der 
GréBen a,, notwendig von Null verschieden sein. Legen wir daher der 
Funktion f noch die weiteren v Bedingungen (43) auf, d. h. nehmen wir 
Ape= 0 son A=); 

so folgt aus (45) notwendig (44), d. h. wegen (42) ist » eine Lésung 
der Differentialgleichung (24). 

Um den Beweis unseres Satzes zu vollenden, bleibt nur noch iibrig 
za bemerken, daB® die Gleichung (25) auch nicht mehr als m linear un- 
abhiingige Lisungen haben kann. In der Tat, giibe es noch eine von 
V1, ---) ¥, linear unabhingige Lésung von (25), etwa ¥,,1, 80 wiirde, 


wie aus (15) sofort folgt, die Gleichung 
Sf¥nysdk = 9 
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noch eine weitere notwendige Bedingung fiir die Lésbarkeit von (2+) 
darstellen, was dem eben Bewiesenen widerspricht. 


Fiir die weitere Entwicklung unserer Theorie ist eine Bemerkung 
iiber die Beschaffenheit der Funktion f wichtig. Wenn namlich f in (24) 
eine nicht durchweg stetige Funktion ist, so bleiben bei geeigneten Voraus- 
setzungen dennoch alle bisher angestellten Uberlegungen giiltig: es sei etwa 
f eine solche Funktion des Argumentpunktes s, ¢ auf der Kugel, die iiberall 
stetig ist mit Ausnahme der Stelle s =o, ¢= 1, wo sie von der ersten 
Ordnung unendlich wird. Um bei dieser Annahme den Charakter der Lésung ¢ 
der Integralgleichung (24) an der Stelle 6, r festzustellen, bedenken wir, — 
wie dies aus der Fredholmschen Methode der inhomogenen Integralgleichung 
ersichtlich ist — daB fiir die Beurteilung des Verhaltens jener Lésung ¢ 
von (24) das Verhalten der rechten Seite der Integralgleichung (27) den 
Ausschlag geben mu. Nun ist diese rechte Seite, wie man durch eine 
leichte Untersuchung feststellen kann, bei der iiber f gemachten Annahme 
eine solche Funktion des Argumentpunktes s,¢, die an der Stelle o, t 
stetig ist und deren zweite Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung 
unendlich werden; den gleichen Charakter an der Stelle 6, 7 zeigt also 
in diesem Falle die Lésung der Differentialgleichung (24). 

Wir wollen dieses Ergebnis zur Konstruktion der Greenschen 
Funktion des Differentialausdruckes L(z) anwenden; dabei sei der Ktirze 
halber L(z) als ein sich selbst adjungierter Differentialausdruck voraus- 
gesetzt. 
Es sind wie im obigen Satze 44 (S. 226—227) zwei Falle zu unter- 
scheiden, je nachdem die Differentialgleichung (23) stetige Losungen besitzt 
oder nicht. In letzterem Falle ist jederzeit eine geeignet gewahlte Lésung 
der Integralgleichung (27), wenn wir darin f= L(p) nehmen, zugleich 
die Lésung der Differentialgleichung 

L(z) = L(y). 
Bezeichnen wir diese Lésung mit , so befriedigt offenbar die Funktion 
G(st, or) =p — 

die Differentialgleichung (23); G heiBe die Greensche Funktion des 
Differentialausdruckes L(z). Aus den obigen Darlegungen tiber das Ver- 
halten der Lésung m an der Stelle o, + erkennen wir, daf die Greensche 
Funktion G an der Stelle 6,7 gerade die logarithmische Unstetigkeit be- 
_sitzt, wie sie fiir die Parametrix verlangt worden ist; sie ist durch diese 
Rigenschaft, sowie durch die Forderung, der Differentialgleichung (23) zu 
geniigen, vollig eindeutig bestimmt. 
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Die Symmetrieeigenschaft der Greenschen Funktion 
G(st, or) — G (or, st) 
folgt in der iiblichen Weise*) mit Benutzung des Umstandes, daf der 
Differentialausdruck M(z) nach Voraussetzung mit L(¢) identisch ausfallt. 
Nunmehr nehmen wir im Gegenteil an, die Differentialgleichung (23) 
besitze genau » voneinander linear unabhingige Loésungen q,, ...; 9,3 
wir denken uns dieselben derart normiert, daB die Orthogonalititsrelationen 


Jorgidk =0 (h,t=1,...,.n,h+0, 
[peak = hae Ly nay) 
gelten. Nehmen wir dann : 
f(st) = L(p) a gp, (67) Pi (st) Perle. ~,(6t)@, (st), 
so erfiillt f, wie aus (20) sofort zu ersehen ist, die » Bedingungen 
Jfe,dk =0 (hk =1,...,),. 


und nach dem Friiheren besitzt mithin die Differentialgleichung (24) eine 
Lisung z=, die an der Stelle o, 7 stetig ausfallt und deren zweite 
Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung unendlich werden. Wir 
setzen nunmehr 


G(st, or) =p—y—f (p— 9) dk —,— +>» — Jf (B— 9) Prd 
dann erfiillt G die » Integralbedingungen 
(46) ‘[G(st, or) p,(st)dk = 0 (h =1,..., ) 
und geniigt tiberdies Ga Differentialgleichung 
(47) L(G) = 9, (64), (st) ++ ++ + Pq(Ft) Pnlst). 


G heipe die Greensche Funktion (im erweiterten Sinne) des Differential- 
ausdruckes L(z). Die Greensche Funktion G besitzt an der Stelle 6, r 
gerade die logarithmische Unstetigkeitsstelle, wie sie fiir die Parametrix 
verlangt worden ist; sie ist durch diese Higenschaft, sowie durch die 
Forderung, der Differentialgleichung (47) und den Integralbedingungen (46) 
zu geniigen, vollig emdeutig bestimmt. Auch gilt fiir sie das Symmetrie- 


gesetz 


G (st, or) = G(or, st). 
Endlich zeigt man in iiblicher Weise, da stets vermittels der 
Greenschen Funktion die Lésung der Differentialgleichung (24) durch 


die Formel 


(48) a= — [Gf(or)dx 


1) Vgl. den Beweis dieses Symmetriegesetzes im Falle einer Variabeln, wie er 
in Kapitel VII 8. 45 angedeutet worden ist. 
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geliefert wird, und zwar in dem zuletzt erdrterten Falle diejenige Lisung, 
die die » Orthogonalititsrelationen 


(49) [ep dk = 0 (h.= 1, 235%) 
erfiillt. 


Nachdem im Vorstehenden die Theorie der Integration der linearen 
partiellen Differentialgleichung vom elliptischen Typus auf der Kugel er- 
ledigt worden ist, soll nunmehr die in Kapitel I—VI und XIV dar- 
gelegte Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern und 
zwar die der orthogonalen Integralgleichungen auf die lineare Differential- 


gleichung ine ee 0 

angewandt werden, wo L(z) einen sich selbst adjungierten elliptischen 
Differentialausdruck auf der Kugel bedeutet. Die Greensche Funktion 
G(st, 6x) dieses Differentialausdrucks L(z) wird nach dem Obigen sym- 
metrisch in bezug auf den Argumentpunkt s, ¢ und den Parameterpunkt 6, 7 
der Kugel. Unsere Theorie liefert nun, wenn wir G(st, or) als Kern einer 
orthogonalen Integralgleichung auf der Kugel nehmen, folgende Siitze: 


Es gibt gewif einen oder beliebig viele Werte 2, 4@, ... und zu- 
gehérige Funktionen ¥®, y@), ... auf der Kugel, so dab 
(50) vw") (st) = 10 [E(st, or) Y™(er) dx 


wird, die sogenannten Higenwerte und Ligenfunktionen des Kerns G; die 
letzteren besitzen die Orthogonalititseigenschaft. 


Jede Funktion, die sich bei geeigneter Wahl der Funktion g(or) in 
der Gestalt 


(51) f (st) = [G(st, 6t)g(ot)dx 
darstellen lift, ist in eine auf Fouriersche Weise gebildete Reihe nach 
den Higenfunktionen wp, ~®, ... entwickelbar: 
(52) f= V+ av --,, 
WO CG, G,... die Fourier-Koeffizienten von f in bezug auf das Orthogonal- 
system y, w®, ... bedeuten. 

Wir stellen nunmehr die Bedeutung der Bedingung (51) fest. Es 
selen 1, P2,---, p, die m zueinander orthogonalen Integrale der Gleichung 

. L(z) =0, 

dann muf wegen (46) jede in der Gestalt (51) darstellbare Funktion f 
die n Bedingungen 


(53) Je,(st)f(st)dk = 0, (h =1,...,”) 


erfiillen. Umgekehrt ist jede diesen m Bedingungen geniigende mindestens 
zweimal stetig differenzierbare Funktion f in der Gestalt (51) darstellbar. 
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Setzen wir namlich g =— L/(f), so geniigt, wie aus (15) folgt, die Funktion g 
den n Bedingungen 


fo,gdk =0 (h=1,...,), 
und daher wird nach (48) 
f* = {G(st, or)g(or)dx ~ 
eine den Bedingungen (49) geniigende Lisung der Differentialgleichung 
L(z) = g(st). 
Da aber diese Gleichung nur eine diesen m Bedingungen gentigende 
Lésung besitzen kann, so ist genau /* =f und mithin f in der Gestalt (51) 
darstellbar. Aus (50) und (46) schlieSen wir leicht, daf 
fo,0 dk =0 
ausfallt; mithin bilden die Funktionen 
(54) Pi) = Sed: Pro yy, yp, eas 
ein System von Orthogonalfunktionen auf der Kugel. 
Wir setzen 


A= 0, SB isp A= 0, dati = AM, Ante A), wi 
Prt = yl, Pn42= ¥, cee 


und bezeichnen die Konstanten 4,, 4,,... als die KHigenwerte und die 
Funktionen ~,, Pz, .-. als die zugehirigen Eigenfunktionen der Differential- 
gleichung . 

(55) L(z) +4z=0, 


da sie das volle System stetiger Losungen dieser Differentialgleichung 
bilden. Nach dem Obigen ergibt sich sofort: 


Satz 45. Jede mindestens zweimal sietig differenzierbare Funktion auf 
der Kugel lapt sich in der Fourierschen Weise in eime nach den Engen- 
funktionen ,, 2, --- fortschreitende Reihe entwickeln; die Anzahl der 
Eigenwerte und der Higenfunktionen der Differentialgleichung (55) ist mithin 
unendlich. 


Wir gehen nun dazu tiber, das zur Differentialgleichung (55) ge- 
horige Dirichletsche Variationsproblem aufzustellen und zu unter- 
suchen.t) Da der Differentialausdruck 


Q(z) = az,, + 2b2,,+ c2,+ le,+ me,+ ne 
als sich selbst adjungiert angenommen worden ist, so haben wir 


a,+b,= 1, 
6, sacra lTc; 
1) Vgl. die den Fall einer Variabeln betreffenden analogen Entwicklungen 
in Kapitel VII, 8S. 57f. 
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und es gilt die Identitat 
(46) eX(2) + Ue) = B+ V, 
wo 
WU (2) = a22 + 2bz2,2,+ cz? nz? 

der zu &(z) gehérige quadratische Differentialausdruck und 

% = z(az,+ bz,), 

Y) = 2(b2, + cz,) 
die zu &(g) gehérigen Nebenausdriicke heifen mégen. Fiihren wir in 
M(z) an Stelle von s, ¢ neue Variable s’,# ein, so hei®e der durch 
Multiplikation mit der Funktionaldeterminante 


Sy ty =e t, 


entstehende Ausdruck ’(z) der transformierte Ausdruck von %{(z¢); ferner 
mogen die Ausdriicke 
B= Pi — sy, 


YY = Pt, + Vsy, 
wenn man rechter Hand in $8, 0 die neuen Variabeln s’,¢’ an Stelle von 
s,t einfiihrt, die transformierten Ausdriicke von $8, 0 heifen. Es besteht 
dann die Tatsache: 

Der transformierte Ausdruck Y(z) ist genau der zu &’(z) 
gehérige quadratische Differentialausdruck, und die trans- 
formierten Ausdrticke J’, QO’ sind genau die zu &(z) gehdrigen 
Nebenausdriicke. 

Aus der Differentialformel (56) ergibt sich durch Integration tber 
ein Gebiet G mit der Randkurve # die Integralformel 


ff{22@ + Ue) dsdt = [(Pdt — Ods), 
(@) (R) 


und indem wir diese — entsprechend wie wir oben auf S. 222—223 beim 


Beweise der Formel (15) verfahren — auf die zwei Hialften der Vollkugel 


anwenden, gelangen wir auf Grund der eben gewonnenen Tatsache zu 
der Formel 


f fi28® + U(z)\dsdt=0, 


wo das Doppelintegral iiber beide Kugelhalften zu erstrecken ist. Setzen 
wir nun — entsprechend wie oben 8S. 222 bei der Definition des 
Ausdruckes L(z) — 


X(Z) W@) 
A(z) = = —— 
Veg Veg fF 
so ist, —- ebenso wie oben der Ausdruck L(z) —, der quadratische 


Differentialausdruck A(z) eindeutig und widerspruchslos tiberall auf der 
Kugel definiert, und, wenn z eine Funktion des Ortes auf der Kugel be- 
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deutet, so stellt A(z) emen von der Wahl der krummlinigen Koordinaten s, ¢ 
unabhiingigen Wert dar. Durch Einfiihrung von Z(z) und A(z) nimmt 
die obige Integralformel die Gestalt an 


[{eL@) + Ale) dk = 0, 


wo das Integral iiber die Vollkugel zu erstrecken ist. Das Integral 


(57) D(2) = fA(e)dk = — feL(@)dk 
heiBe das zu L(¢) gehdrige Dirichletsche Integral. Durch Variation von 
(57) erhalten wir leicht mit Riicksicht auf (15) 
dD(e) =— 2 [L(e)dedk. 
Wegen (16) ist, wenn wir noch a> 0 annehmen, gewif stets 
az2+ 2bz2 2,4 c27 = 9. 
Bestimmen wir sodann eine solche Konstante C, die iiberall auf der Kugel 
die Werte der Funktion 
af Nis ee ee 
Veo—P Ved =F 
iibertrifft, so ist gewif fiir alle Funktionen ¢ 


A(z) + C2 > 0 


und folglich auch 
[{A® + Ce} dk = f{— eL(2) + Cat} dk 2 0. 
Insbesondere ergibt sich hieraus fiir z=, mit Riicksicht auf die 


Gleichungen 
L(9,) =— AG; 


fo eak =1 


oe O = Owoder 71,2 CO; 


i 


die Ungleichung 


d. h. es gibt zur Differentialgleichung (55) nur eine endliche Anzahl 
negativer Ligenwerte. 

Wir denken uns die Higenwerte von (55) der Gréfe nach geordnet, 
so daB 2, der kleinste wird und allgemein 

Wea HN 

ist. 

Das zur Differentialgleichung (55) gehdrige Variationsproblem lautet 
nun: man soll eine Funktion z auf der Kugel derart bestimmen, daB D(z) 
gum Minimum wird, wahrend die Nebenbedingung 


(58) ‘jfedk=1 
erfiillt ist. Zur Lésung dieses Problems setzen wir an 


2=O49it oP,ts°- 
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Wegen 

D(z) =— fzL(2)dk 
wird 

D(z) = dye? + Age? +--+, 

wahrend die Nebenbedingung (58) die Gestalt 

GPG ie ed 
erhalt. Daraus entnehmen wir sofort den 

Satz 46. Das Minimum des Dirichletschen Integrals D(z) bei der 

Nebenbedingung (58) ist gleich dem kleinsten Eigenwert 1, der Differential- 
gleichung (55) und wird fiir z= gy, angenommen, wo , die zu 4, gehorige 
Eigenfunktion von (55) bedeutet. Werden zu der Nebenbedingung (55) noch 
die werteren h —1 Nebenbedingungen 


[o.edk ee OS ae CL: =.() 
hinzugefugt, so ist 2, der Minimalwert von D(z); derselbe wird fiir 2 = LD, 
angenommen. 
Als einfachstes Beispiel fiir die vorstehende Theorie kénnen die be- 
reits in Kapitel VIII behandelten Kugelfunktionen dienen. 


Zum SchluB dieses Abschnittes beweisen wir noch folgenden Satz, 
welcher besonders fiir die Anwendungen dieser Theorie von Wichtigkeit ist. 


Satz 47. Wenn die Koeffizienten des linearen Differentialausdruckes 
L(z) fiir alle innerhalb und auf die Grenzen des Intervalles 


Hy Secu, 


fallenden Werte von w reguliir analytische Funktionen eines Parameters ue 
sind, und wenn fiir eben diese Werte w auch stets die Ungleichung (16) gilt, 
so ist allemal der h-te Eigenwert 4, eine stetige Funktion von uw. 

Da nach den oben bewiesenen Sitzen fiir jeden besonderen Wert 
= lly stets 2, eime endliche und eindeutig bestimmte GréBe darstellt, so 
kommt es nur darauf an, zu zeigen, da 2, als Funktion von w an der 
Stelle w =u, auch stetig ausfallt. Zu dem Zwecke bezeichnen wir mit 
L,(2) den Differentialausdruck L(z) fir uw =u, und nehmen zunichst 
der Kiirze halber an, daB die Eigenwerte der Differentialgleichung 


(59) L,(2) + az2=0 
simtlich positiv ausfallen, so daf die Differentialgleichung 
Lj @) = 9 


gewii keine stetige Lésung besitzt; es sei G, die zu L,(z) gehérige 
Greensche Funktion, ferner p die nach der Vorschrift auf 8. 224225 
konstruierte von mw abhingige Parametrix fiir L(¢), und endlich bedeute 
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Po den aus p fiir w =u entstehenden Ausdruck, so daB p, zugleich die 
nach jener Vorschrift gebildete Parametrix fiir Ly ist. 

Um nun die Greensche Funktion fiir L(z) zu bilden, wenden wir 
das oben 8. 232f. eingeschlagene Verfahren an, indem wir in (27) an 
Stelle der dort mit p bezeichneten Parametrix den Ausdruck 


pe =pt Go- BM 


nehmen, der ebenfalls die Higenschaften einer Parametrix fiir L(z) besitzt- 
Die so aus (27) entstehende Integralgleichung 


(60) ([eL(p*)dk — e(or) = fp*fak 
besitzt den Kern 
or E&4 9) = LE") =L)+1G,—rn) 

= L(p) + Ly (Gy — Bo) + (te — to) L( Go — Po), 
wo £L einen gewissen noch vom Parameter w abhingigen Differential- 
ausdruck zweiter Ordnung bedeutet. Da G,— p) eine Funktion von 
s,t; 6,7 ist, deren zweite Ableitungen fiir s = 6, t= 1 héchstens von der 
ersten Ordnung unendlich werden, so stellt Z(G,)—p,) eine Funktion 
dar, deren Produkt mit y(s—zr)?+(¢—1)? gewiB absolut genommen 
fiir alle s, ¢; 6, r unterhalb einer von w unabhingigen Schranke bleibt. 
Andererseits ist, wenn wir 


L(p) + Lo(Go— Po) = Lp) — Ly (o) = (U = Mo) L 

setzen, DL ebenfalls eine Funktion, deren Produkt mit Y(s — 6)? + (t— 1)? 
absolut genommen gewif fiir alle s,¢; 6,7 unterhalb einer von w unab- 
hiangigen Schranke bleibt — da ja L(p) fiir s =o, t=7 nur héchstens 
von der ersten Ordnung unendlich wird und L,(p )) den Wert von L(p) 
fiir ~ = uw, bedeutet. Wegen (61) ist demnach auch 

K(st, ¢r) = (wu — wy) K (st, et), 
wo K eine Funktion ist, deren Produkt mit /(s — 6)?+ (t — 1)? absolut 
genommen fiir alle s,¢; 6,7 unterhalb einer von w unabhiingigen Schranke 
bleibt. Infolge der letzteren Higenschaft erkennt man, daB der aus A 
gebildete dreifach zusammengesetzte Kern A AK eine stetige Funktion 
von s,¢; 6,7 wird, deren absolute Werte fiir alle s, ¢; 6,7 unterhalb einer 
yon w abhingigen Schranke bleiben. Hieraus wiederum folgt, daB der 
aus K gebildete dreifach zusammengesetzte Kern KA K ebenfalls stetig 
ist und tiberdies fiir ihn eine positive Zahl ¢ gefunden werden kann derart, 
daB die absoluten Werte von KKK fiir alle s, t; 6, + kleiner als 4+ bleiben, 
gobald nur uw innerhalb des durch die Ungleichung 


(62) Ju—ml|<é 


bestimmten Intervalles bleibt. Die so gefundene Tatsache bedingt, daf 
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unter dieser einschrinkenden Bedingung (62) fiir w die imhomogene 

Integralgleichung 
([eKdk — 2(6r) = F (er) 

stets nach der Neumannschen Methode lésbar ist, und da die Lésung z 

gleichmiBig fiir alle s,¢; 6,7 in w stetig wird, wihrend die entsprechende 

homogene Integralgleichung 


[zKak — 2(6r) =0 


keine Lésung besitzt. Wenden wir dieses Resultat auf die Integralgleichung (60) 
fiir f — L(p*) an, so erkennen wir, daB dieselbe, falls « der Bedingung (62) 
geniigt, gewif eine und nur eine Lisung @ besitzt, und daf diese Losung 
fiir uw =u, gleichmaBig fiir alle s,t; 6,7 gegen Null konvergiert — da 
ja p* fiir w=, in G, und demnach L(p*) fiir s,¢-+ 6,7 in Null tiber- 
geht. Nach dem von uns befolgten Verfahren ist 

CoP ae 


die Greensche Funktion von D(z), falls w der Bedingung (62) geniigt. 
Hieraus folgt wegen der eben erkannten Beschaffenheit von g, da der 
aus G zweifach zusammengesetzte Kern GG gleichmaBig fiir alle s, t; o, t 
in w stetig ausfallt. Bilden wir daher nach Fredholm den Nenner der 
lésenden Funktion fiir die Integralgleichung 


AfzGGdk — 2(6t) = F(6r), 
so erkennen wir, daB diese bestindig konvergente Potenzreihe in 4 tiber- 
dies gleichmifig fiir alle der Bedingung (62) geniigenden Werte von w 
konyergiert. Da andererseits die Nullstellen dieser Potenzreihe samtlich 
reell, und zwar die Higenwerte des Kerns GG sind, diese aber nichts 
anderes als die Quadrate der Higenwerte 4,, 4,,... sind, so folgt, daf 
allgemein der hte Higenwert 4,” sich stetig in uw iindert; das gleiche gilt 
mithin auch von i,, solange w auf das Intervall (62) beschrankt bleibt. 
Trifft die zu Anfang dieser Beweisfiihrung gemachte Annahme, wonach 
die Eigenwerte der Differentialgleichung (59) simtlich positiv ausfallen, 
nicht zu, so bezeichnen wir mit 4° den kleinsten Higenwert von L,(¢); 
sodann setzen wir 
T¥(2) =L) +A Ve, 
L,y*(z) = Ly (2) + Ai Lez. 
Die Eigenwerte der Differentialgleichung 


L* (2) + 42 = 0 
sind offenbar 
4,—2@+1 (hw 1) 2,5) 
und diejenigen von 
L,* (2) + 44 =0 
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sind daher simtlich > 1; folglich laBt sich unsere bisherige Betrachtung 
auf den Differentialausdruck Z*(z¢) anwenden und lehrt, daB alleemein 
4,—4,°+1 und mithin auch 2, sich in der Umgebung von mu, stetig 
mit w andert. 

Da uy willkiirlich gewahlt werden kann, so ist damit der Beweis des 
aufgestellten Satzes vollstiindig erbracht. 


Endlich sei noch bemerkt, daB die eben entwickelte Theorie sich 
unmittelbar auf die Differentialgleichung 
(63) L(é) + iqz2=0 


libertragen lat, wenn q eine beliebige tiberall positive (oder negative) 
Funktion auf der Kugel bedeutet. Es ist niimlich leicht ersichtlich, daB 


der Differentialausdruck 
1 é 
1b 2) == —= L ( -) 
) Va \Va 


wiederum sich selbst adjungiert ist, und durch Einfiihrung dieses Differential- 
ausdruckes erhalt die Differentialgleichung (63) die vorhin der Unter- 
suchung zugrunde liegende Gestalt 


L¥(z) +iz =0. 
Wir fiihren die wesentlichen Sitze iiber die Differentialgleichung (63) 
hier kurz, wie folgt, an. 

Satz 48. Die Differentialgleichung (63) besitzt unendlichviele Eigen- 
werte hy, dg,...+, von denen jedoch nur eine endliche Anzahl negativ ausfillt. 
Die zu diesen Eigenwerten gehirigen Kigenfunktionen besitzen die Ortho- 
gonalititseigenschaft 

JSap.gak sail (h+)), 
JSapedk is 


Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f auf’ der Kugel liBt sich 


nach den zu jenen Eigenwerten gehirigen Eigenfunktionen ,, po)... auf’ 
Fouriersche Weise wie folgt 

f= C9, + Cy Pg+-°: (¢, = faf¢,dk) 
entwickeln. 


Das Minimum des Dirichletschen Integrals D(z) bei den Neben- 
bedingungen 
J Gerais “=1, 
Jap2ak =O Aue an ‘[q9,-128dk = 0 


ast 2,; dasselbe wird fiir 2 = q, angenommen. 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 16 
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Hiingen die Koeffizienten in L(z) von eimem Parameter w analytisch. 
ab und denken wir uns fiir jeden Wert von w die Higenwerte 4,,45,.-. 
der Gripe nach geordnet, so ist allgemein der hte Kigenwert 4, eine stetige 
Funktion von uw. 


Neunzehntes Kapitel. 
Minkowskis Theorie von Volumen und Oberflache. 


Der folgende Abschnitt enthilt eine Neubegriindung der Minkowski- 
schen Theorie von Volumen und Oberfliiche. Der Gedanke, die Kugel 
der gewohnlichen Raumgeometrie als Ort der Punkte gleicher Entfernungen. 
yon einem festen Punkte durch eine beliebige konvexe Flache, die so- 
genannte ,,Hichflache,“ zu ersetzen, bildet die Grundlage der arithmetischen 
Untersuchungen Minkowkis.!) Die mehr geometrische Verfolgung dieses. 
Gedankens hat ihn zu dem fundamentalen Begriffe des gemischten Volumens 
Vio; von drei Kérpern gefiihrt®), und den Kernpunkt seiner Theorie von 
Volumen und Oberfliiche bildet dann die Entdeckung der Ungleichung 

Vise = Vou V0, 


einer Ungleichung, welche lediglich quadratischen Charakter besitzt, 
wiihrend der Beweis derselben von Minkowski auf Grund einer kubischen 
Ungleichung gefiihrt wird. Die nachfolgende neue Begriindung der 
Minkowskischen Theorie geschieht mittels der im vorigen Abschnitt ent- 
wickelten Siitze tiber die lineare sich selbst adjungierte partielle Differential- 
gleichung auf der Kugel, und inshesondere der Nachweis jener quadra- 
tischen Ungleichung gelingt hierbei direkt auf Grund der Minimaleigen- 
schaft des Dirichletschen Integrals. Insofern gerade allein die qu adratische 
Ungleichung es ist, die sich eines direkten Beweises mittels der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen fahig erweist — die kubische Un- 
gleichung erscheint als leichte Folge der quadratischen —, scheint mir 
die Bedeutung der Minkowskischen Entdeckung durch den hier folgenden 
Beweis noch in helleres Licht gesetzt, und zugleich liefert diese Begrtin- 
- dung der Minkowskischen Theorie von Volumen und Oberfliche ein glinzen- 
des Beispiel fiir die Anwendung meiner Theorie der orthogonalen Integral- 
gleichungen. 

Im folgenden wollen wir allgemein unter einer homogenen Funktion. 
yten Grades der Variabeln a, y, z ee solche Funktion W(a, y, 2) ver- 
stehen, die fiir alle positiven Werte von w der Gleichung 


W (wa, wy, WZ) ==i(U W(a, Y; 2) 


1) Vgl. meinen Vortrag auf dem internationalen Mathematiker-Kongrei za 
Paris 1900, Nr. 4. Gétt. Nachr. 1900. 
2) Vgl. meine Gedichtnisrede auf Minkowski. Gétt. Nachr. 1909, S. 16—17. 
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gentigt. Ist insbesondere W eine homogene Funktion ersten Grades und 
werden wieder partielle Ableitungen durch Indizes bezeichnet, so gelten 
die Identitaten 


(64) aW,+yW,+2W,= W, 
x Ww + We oWi =O; 
(65) LW, + yW,, + 2W,, = 0, 


“aW,.+ Wot 2W = 0: 
Aus den Identitiiten (65) folgt leicht 
Wax Wy =a Way” Ea Wuy Wa — Wy.” 


2g? a? ? 


und hieraus entnehmen wir, wenn V irgendeine andere homogene Funktion 
ersten Grades in z, y, 2 bedeutet, die weitere Identitit 
Wea Vay — 2 Way Vay + Woy Vow _ Woy Vez — 2WyzVye + Wes Vy | 


@ Xx 


Wir setzen zur Abkiirzung 
Wy Vz ae 2 Wye Vaz t Wee yn 
(66). (W, V) See: yy a yz yy 
Wee View — 2Wea Ven + Wee Vex 
y? 
as War Vyy ==) Wey Vary Sie Wry Veen 


Es sei nunmehr im X YZ-Raum ein konvexer Kérper gegeben, der 
den Nullpunkt im Inneren enthialt; wir bezeichnen die Entfernung des 
Nullpunktes von derjenigen Tangentialebene dieses Kérpers, deren Normale 
die Richtungskosinus «, 6, y besitzt, mit H(@, B,y) und denken uns die 
so bestimmte Funktion H auf der Kugel mit dem Radius 1 ausgebreitet. 
Wir nehmen an, daf H eine mindestens zweimal stetig differenzierbare 
Funktion des Parameters auf der Kugeloberfliche sei. Die Gleichung 
jener Tangentialebene ist 


aX+BY+yZ=H 


oder, wenn wir 
x 


y @ 
SS SS ) = 2 = See a ae sat = 
Terpaereee Vorpype’ ) Yatpype’ 


: re om oN ie GAO) weet ae : T Ve ; evita 
Bae tee jena) 


aX+yY¥+eZ= H(4, y, 2), 
wo H eine homogene Funktion ersten Grades in a, y, ¢ ist. Aus dieser 
Gleichung erhalten wir durch Differentiation nach 2, y, z sofort die Koor- 


dinaten des Beriihrungspunktes der Tangentialebene als homogene Funk- 
tionen nullten Grades von 4g, y, 2, wie folgt: 


setzen, 


digi 
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X = H.,, 
Y= 4H,, 
Z= #,; 


diese Gleichungen liefern zugleich eine Parameterdarstellung der Ober- 
flache des Korpers. 

Bezeichnen wir mit S ein ganz auf der oberen Hilfte z>0 der 
Hinheitskugel verlaufendes Gebiet und lassen wir in den Gleichungen 


x i wH,, 
Y=eH,, 
Z= wH, 


den Faktor u die Werte 0 bis 1 und 2, y, 2 alle Punkte von S durch- 
laufen, so durchlauft der Punkt X, Y, Z denjenigen Raumteil Q, der durch 
einen gewissen Kegel mit der Spitze im Nullpunkte aus unserem konvexen 
Kérper ausgeschnitten wird. Um das Volumen von @ zu_berechnen, 
fiihren-wir statt der Koordinaten X, Z, Y die Variabeln 


LS ae Palins 
ein und erhalten dann 
Vo=fffaxadVdz =f ffadudsdt, 
(Q) (S) 
(205 oon, 1) 


wo die Funktionaldeterminante den Wert 


| H,, TS ED | Jal Jeb H, | 
i uH,,., vu H,,, wH,, | = wa? Ae ae Tihs | 
| i 2 Deve uw A, ,, wH,, | Ty, hilo arte " 


besitzt. Multiplizieren wir nun in der letzten Determinante die Hlemente 
der ersten Vertikalreihe mit a , die der zweiten mit o und addieren sie 


dann zur dritten, so erhalten wir mit Riicksicht auf (64), (65), genommen 
fir W = H, 
A= wel HH, <. Ee), 
und demnach wird bei Ausfiihrung der Integration nach uw 
Vo=4 [fH A. Hy, — H,/)edsdt. 
(5) 

Wie eine leichte Rechnung zeigt, ist fiir die Kugel bei Verwendung der 
Parameter s, ¢ - 
(67) Veg—Pi=#, 
und demnach driickt sich das Oberflachenelement dk der Kinheitskugel 
durch die Koordinaten s, ¢ wie folgt aus 

dk = #dsdt; 


% 
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wir erhalten daher schlieBlich 
re—4 fs 

(§) 

—4fH(H, Hak. 

(8) 
Da nun (H, H), wie aus der Definition (66) hervorgeht, tiberall auf der 
Kugel wohl definiert ist, so lift sich in (68) jetzt,das Integral tiber die 
ganze Oberfliche der Hinheitskugel ausdehnen, und wir erhalten das 
Gesamtvolumen unseres konvexen Kérpers in der Gestalt 

: V=% fH(A, dk. 
Ist 2 eine willktirliche Funktion auf der Hinheitskugel, so stellt 
Wa, y, 4) = V+ P+ 22H y, 2) 
eine willkiirliche homogene Funktion ersten Grades von z, y, 2 dar. 
Nach (66) ist 
1 
(VW, Hf) ca we CW ee 2 ed a be a Wei); 


Five yy =a yy 3 
zg? ? 


dk 


(68) 


za > (W,, Hs 2 Wadi Wee), 


il 
= 5 (WezHyy— 2 Woy Hyy + Wy, Hea); 


und da hier der erste Ausdruck rechter Hand iiberall auf der Kugel fiir 
a“ +0, der zweite fiir y+ 0, der dritte fiir z+ 0 definiert ist, so erkennen 


wir, daf Cea 
im Sinne der Festsetzung zu Beginn des vorigen Kapitels XVIII ein 
auf der Kugel regulirer linearer Differentialausdruck ist; derselbe ist durch 
die Funktion H eindeutig bestimmt. Hs gilt ferner 

Satz 49. Der lineare Differentialausdruck L(2) auf der Kugel ist 
sich selbst adjungiert und von elliptischem Typus. 

Um die erstere Behauptung zu beweisen, denken wir uns wie vorhin 
auf einem Teilgebiet S der Kugel als krummlinige Koordinaten die Variabeln 


s= a t= : 
eingefiihrt und wollen dann den zu (2) gehérigen Differentialausdruck & ($2) 
in den Variabeln s, ¢ aufstellen. Zu dem Zwecke bedenken wir, daf in 
unserem Ausdrucke (W, H) die Differentiationen nach a, y, 2 so zu ver- 
stehen sind, daB dabei 2, y, 2 drei unabhiingige Variabele sind. Nun 
gewinnen wir W, H aus den 8, H, indem wir diese als Funktionen der 
krummlinigen Koordinaten s, ¢ auf dem Teilgebiet S der Kugel auffassen, 


durch die Formeln 
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W(x, y, 2) =Vert y+ ea 
—2V1+s?+ P26, d), 
H(2,y,2)=Vety+ eu 
eee es ere Hicrt). 
und da hiernach 
Wee= Vit P+ FLU, 9). 
We = By epee OG), 


3 ) 
) 


A ore pa 
W,,= 2 (V1 + 4+ #Q2(s, t)) 4 
ie aj - (2 Vit+ s? + PH(s, Bs 
eh dpb eute ih taas 
1B as = ge (2 V1 ae s* Te t?H(s, t)) ss 


H,,= 5 (@Vi+s+ PH(s, 6), 
wird, so gelangen wir schlieBlich mit Riicksicht auf (67) zu dem Ergebnis 
(69) 8(2) =Veg — PL(Q) = #°(W, H) 

—Vits+el(V1+s?+ PQ), (V1 + 8+ PH), 
—a(yi+s+FQ),, (V1 +34 PH), 
+(Vi+ 84), (V1 + #4 PH),,). 

Nehmen wir in dem allgemeinsten linearen Differentialausdruck L(z) 
(S. 220) — unter « irgendeine Funktion von s, ¢ verstanden — 


G=t,, b=—t,,, C= &,,; 
t=0, m=Q0, n= 0, 
so sind die Bedingungen dafiir, daB &(z) sich selbst adjungiert ist, nam- 


lich die Gleichungen bas aee Bb. 


; Mi =D = 6, 
erfiillt; demnach ist der Ausdruck 
044255 — 205254 Os Me 
und folglich mit Riicksicht auf eine S. 241 gemachte Bemerkung auch der 
Ausdruck (69) sich selbst adjungiert; das gleiche gilt mithin nach unserer 
Festsetzung auch fiir den linearen Differentialausdruck L(&) auf der Kugel. 

Um ferner den elliptischen Charakter des Differentialausdruckes 
L(Q) mm erkennen, haben wir offenbar den Nachweis der Ungleichung 


(70) dg Wee) oP dive = 0 


4 
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notig. Nach den Uberlegungen, wie wir sie zu Anfang dieses Kapitels XIX 
(S. 243) angestellt haben, wurden die Tangentialebenen unseres konvexen 
Korpers durch die Gleichung 

aX +yY¥+2Z7Z= H(z, y, 2) 
dargestellt. Dividieren wir diese Gleichung durch z und fiihren dann 


x UW] 
g? teas 


s = 


ein, so erhilt jene Gleichung die Gestalt 
sX+tY+Z= H(s,t, 1), 
und folglich wird 
Gd ee 
Y —3H7,, 
Z= H — sH,—tH,. 

Wie wir hieraus ersehen, ist der Ubergang von der Darstellung der 
Oberflache unseres Kérpers durch Punktkoordinaten, wobei Z als Funktion 
der unabhingigen Variabeln X, Y betrachtet wird, zu der Darstellung 
durch Ebenenkoordinaten, wobei H als Funktion der unabhangigen Varia- 
beln s, ¢ betrachtet wird, nichts anderes als die in der Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen tibliche Legendresche Transformation. Die 
Theorie der Legendreschen Transformation lehrt bekanntlich, daB zwischen 
den Ableitungen zweiter Ordnung die Gleichung 


JEW a He : 


== 5 é 
Zxx Zyy ie Zxy 


gilt, und da wegen der Konvexitiit unserer Flache der Nenner des Bruches 
rechter Hand positiv ausfillt, so folgt das gleiche fiir die linke Seite, 
und mithin gilt auch die Ungleichung (70). 


Wir sind nunmehr in der Lage, die allgemeine Theorie des vorigen 
Kapitels XVIII auf den linearen Differentialausdruck L() anzuwenden. 
Was zuniichst das Integrationsproblem betrifft (vgl. den allgemeinen 
S. 226—227 aufgestellten Satz 44), so bedarf es zu dessen Hrledigung 
yor allem der Kenntnis der folgenden wichtigen Tatsache: 

Satz 50. Jede stetige Lisung der homogenen Differentialgleichung auf 
der Kugel 
(71) L(&) =0 
ist eine lineare Kombination der drei Losungen 

Q=4, 2=y, R=—-z. 


Zum Beweise nehmen wir an, es sei @ eine stetige Funktion auf 
der Kugel, die der Differentialgleichung (71) gentigt. Setzen wir sodann 


; 


QAR Kap. XIX. Minkowskis Theorie von Volumen und Oberflaiche. 


a/c ice BA « y Z 
Hee daVEt et He are yapeee yore ER)? 
so wird w eine homogene Funktion ersten Grades von x, y, z, die der 
Gleichung 
(w, H) =0 

und daher ah ie (66) auch als Funktion der drei unabhingigen Variabeln 
x, y, 2 den Gleichungen 

1 wee — 2w,,H,, + w,,H,,= 0, 
(72) W,, Hy, — 2W,_ Hig + We2H,, = 9, 
| Ord praee 210 ELS ats Wyy Hy» = 9 


gentigt. Es sei jetzt 2,, y,, 2, eine Stelle auf der Hinheitskugel, an der 
die Funktion w, den kleinsten Wert auf der Kugel annimmt. Da w, 
homogen vom nullten Grade ist, so wird dieser kleinste Wert & zugleich 
auch das Minimum der Funktion w, im Raume fiir die drei unabhangigen 
Variabeln 2, y, z Wir setzen 


E=—7—2,, 
ihe Yi» 
C= 2-4, 


und entwickeln w, in eine nach Potenzen von &, 7, € fortschreitende 
Reihe wie folgt 


(73) We INE a, Seg ns 

hier bezeichne N die in der Entwicklung vorkommenden Gleder niedrigster 

Dimension, und sei der Grad dieses homogenen Ausdruckes N in &, », £: 

dabei ist die Annahme gemacht, daB w, nicht konstant sei. Da w, an 

der Stelle § =0, 7 =0O, €=O ein Minimum haben soll, so ist N not- 

wendig eine definite Form: es gilt fiir alle & », ¢ die Ungleichung 
NE, % £) 2 0. 


Andererseits entwickeln wir auch w in eine nach Potenzen von &, y, 
fortschreitende Reihe, wie folgt 


(74) w=et UE, 1, &) + ME, nf) +-*55 

dabei bezeichne ¢ eine Konstante, / die homogenen linearen Glieder und 
endlich M die niichst den linearen in der Entwicklung vorkommenden 
Glieder niedrigster Dimension; m sei der Grad dieses homogenen Aus- 
druckes M in &, y, € 


Wir bezeichnen nun die Werte der Ausdrticke 
Tatty. Sam wf oa pehe. Hb rae 2 A iy Jab: 


dir 5 Oy = Oi Gen: On ds hs peli hi heeicesty, ahs, bzw. mit 
oy By Y, Ay Hy %% 
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dann ergibt sich, indem wir (74) in die beiden letzten Gleichungen (72) 
einftihren, durch Beriicksichtigung der Glieder niedrigster Dimension 
(75) ae — 2 Meee + Mey = 0, 

M;.8 —2M;,v+ M : e== 0. 


m1 
Es werde erstens angenommen, daB M ein Glied mit der Variabeln & 
enthalt: alsdann lehrt der Vergleich von (73) mit (74), daf 
N= M; 
wird, und daraus wiederum ersehen wir, indem wir (75) nach & differen- 
zieren, dai auch N denselben Gleichungen 


(77) Nz 28 — 2N;,v + N,, «= 0 
geniigt. Wir setzen nun 
(78) N=N,G4+ 2 ; (0O<h<n), 


wo N, eine nicht identisch verschwindende Funktion vom x — h-ten Grade 
in £, 7 und Z eine Funktion von &, 4, € ist, die den Faktor ¢/*+* enthalt. 
Indem wir diesen Ausdruck fiir N in (77) einftihren, erkennen wir, da 
auch N, der Gleichung (77) geniigen muf. 
Wegen der Konvexitaét der durch H dargestellten Flache gelten fiir 
die Konstanten «, B, y, u, v die Ungleichungen 
ay — pe > Q; 
ap — v? > 0; 
die letztere zeigt, daB jede nicht konstante Lésung der partiellen Differential- 
gleichung (77) notwendig eine indefinite Funktion d. h. eine solche Funktion 
von £, y ist, die sowohl positive wie negative Werte annimmt. Wenn 
aber N, indefinit wire, so ware wegen (78) auch N gewil bei geniigend 
kleinen Werten von £ sowohl positiver, wie negativer Werte fahig, was 
dem oben festgestellten definiten Charakter von N widerspricht. Demnach 
miifte N, notwendig eine nicht verschwindende Konstante und zugleich 


h=n, N= WN,& 


sein. Die Hinsetzung dieses Wertes fiir NV’ in (76) lehrt aber, da «+ 0 
ist, die Unméglichkeit hiervon. 
Es bleibt also noch die zweite Annahme zu untersuchen tibrig, dab 
M wu von £, y abhiingt. Die Hinfitthrung von M;=0 in (75) lehrt 
Me 03) ey 10) 
d. h. 
(79) M=Cn6, 


wo C@ eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Nun geniigt w 
als homogene Funktion ersten Grades in 2, y, 2 der Identitat 
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LW, + YW, + ew, = Ww 
doh: 
(2, ae E)w; ae (Ys a6 1) W, oi (4, nie 6) Ws = 


oder unter Beriicksichtigung von (73), (74), (79) 

(80) (@% +8)@4N+ -)+QM4tG + C8+-)FGtQG+ Cnt:-) 
=ce+l+Cyf+---. 

Sammeln wir auf beiden Seiten dieser Identitat die Glieder erster Ordnung 

in & », § so ergibt sich 


Ek + y,C& + yl, + 2,04 + bl. = 1, 


und wegen 


folet 
y,CE+2,Cy = 0, 
ie hk 
¥,=0, 4=90 
und folglich 
t= 1. 


Durch Einfiihrung dieser Werte verwandelt sich (80) in 
(LIF DREN) t0G, + C64) +6 + Ont )actl + Ont 
und wenn wir hierin die Glieder zweiten Grades auf beiden Seiten 
sammeln, so wird, je nachdem der Grad n von N gleich 2 oder groSer 
als 2 ausfallt, die Gleichung 
Ne Cnc Oni OGG 

oder die Gleichung 

Cryé + Crug = Cng 
erfiillt sein miissen. Die letztere Gleichung ist unmdglich; die erstere 
ergibt 

N=+ Cn, 
was dem definiten Charakter von N widerspricht. 

Damit ist unsere urspriingliche Annahme widerlegt: in der Entwick- 
lung (73) darf ein Glied N nicht auftreten, d. h. w, ist eine Konstante. 
Da in gleicher Weise auch w, und w, Konstanten sein miissen, so folgt, 
daB w nichts anderes als eine lineare Kombination der drei Funktionen 
2, Y, & ist. 

Aus dem eben Bewiesenen folet auf Grund des in Kapitel XVIII 
(S. 226—227) aufgestellten Satzes 44: 

Satz 51. Die inhomogene Differentialglercchung auf der Kugel 

L(2)=f 
ast dann und nur dann losbar, wenn die gegebene Funktion f auf der Kugel 
die drei Integralbedingungen 
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ffxak = 0, 
Jfyak = 9, 
ffzedk =0 


erfiillt. 
Nehmen wir in L() insbesondere 


H-R=yetyre, 


so wird 


L(2) =(W, BR) — 3A —y) Wi. + 22y Wy + (1-2) Wy} &+%; 


da, wie eine einfache Rechnung lehrt, der Ausdruck rechts hier nichts 
anderes als die Summe der beiden Hauptkriimmungsradien der durch W 
gegebenen Fliche darstellt, so geht in diesem Falle unser allgemeiner Satz 
in einen bekannten von A. Hurwitz) aufgestellten und mittelst der Theorie 
der Kugelfunktionen bewiesenen Satz tiber. 


Dem obigen Ausdruck V (S. 245) fiir das Volumen eines konvexen 
Korpers stellt Minkowski einen allgemeineren fiir das gemischte Volumen 
yon drei konvexen Kérpern zur Seite: sind H,, H,, Hs; die diese K6rper 
bestimmenden homogenen Funktionen ersten Grades, so definiert Minkowski 
das gemischte Volumen dreier Korper durch das tiber die ganze Hin- 
heitskugel zu erstreckende Integral 


V(A,, H,, ==" Vis = +{H,(Fh, H;) dk. 
Setzen wir in Formel (15) 
w=H,, 2#= H, 


und beriicksichtigen, da unser Differentialausdruck 
L(2) = (W, Hs) 
sich selbst adjungiert ist, so zeigt dieselbe unmittelbar die Richtigkeit, 
der Gleichung 
(fH, (Ha, Hy) dk = [H.(H,, Hs) dk 

d. h. es ist 

Vio3 = Voss, 
und da offenbar aach 

Vio = Vise 
wird, so findet sich damit der Minkowskische Satz bestiitigt, daB das 
gemischte Volumen drever Kérper bei den Permutationen derselben semen 
Wert beibehilt. 


1) Vgl. Ann. Ec. Norm. Sup. 19 (1902), S. 404. 
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Da iiberall auf der Kugel 
H>0, (H, H)> 0 
ausfallt, so ist auch a eine durchweg positive Funktion, und daher 
laBt sich unsere Theorie der partiellen Differentialgleichung auf der Kugel, 
wie sie in dem zum Schlusse des Kapitels XVIII S. 241—242 ausgesproche- 


‘nen Satze 48 gipfelt, auf die Differentialgleichung 
(81) L(Q) 41 2 OK 0 


anwenden. Aus jenem allgemeinen Satze entnehmen wir unmittelbar, 
daS diese Gleichung nur endlichviele negative, dagegen unendlichviele 
positive Eigenwerte hat. Nach dem vorhin Bewiesenen wissen wir ferner, 


daSB 20 ein dreifacher Higenwert ist. AuBerdem sehen wir, daB 


4—=—1 jedenfalls ein Higenwert jener Differentialgleichung und 2—=H 
eine zugehdrige Higenfunktion ist. Wir wollen nunmehr zeigen, dab 
4=—1 nur ein einfacher Eigenwert ist und auger ihm keine weiteren 


negativen Higenwerte vorhanden sind. Zu dem Zwecke fiihren wir in (81) 


H-R=yet¥te 


ein; wegen 


(hy hy 2 
erhalten wir so die speziellere Differentialgleichung 
(82) Ty(2) + 212 = 0, 


wo 
(83) 4(2)=(W, B= A (Uv) Wet Bey W.,+ (12) 1,,) (40) 
ist. 

Diese Differentialgleichung ist mit der Differentialgleichung der Kugel- 
funktionen identisch. Bezeichnet nimlich V eine homogene Funktion 
h-ten Grades, die der Potentialgleichung 
(84) Vee a) 
gentigt, und setzen wir 

V= R'-1W, 

so wird 

Voge ROW, + 2h = Deck Ww, 

+{(h—1)R’-3+ h—-1(h— 3)? R’-51 W. 

Addieren wir hierzu die entsprechenden Ausdriicke fiir V, jr Vee UNdabes 
riicksichtigen dann die Identitaéten (64), (65) — entsprechend dem Um- 
stande, da8 W eine homogene Funktion ersten Grades ist —, so erhalten 
wir auf der Kugel wegen R =1 die Gleichung 


View t Vyy+ Viz= Weg t+ Wy, + Wit (h—- 1h + 2) W. 
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Nun ist wegen (65) fiir R= 1 
F i . 
Pag Ws, ate Vb fir “2? {1 ae, y”) hier 2ay ak a (1 wo a”) Ways 


und mithin geht wegen (83) die Potentialgleichung (84) iiber in die 
Differentialgleichung 


(W, R) + (h—1)(h + 2) W =0, 
W—=R& - 
(Qe) ie oye 0. 


Die Theorie der Kugelfunktionen lehrt, dai diese Gleichung keine anderen 
auf der Kugel stetigen Lisungen zulaBt als eben jene aus den homogenen 
Potentialen von den Graden 


fice ONT eee 


entspringenden Funktionen 2, und da die Potentialgleichung (84) genau 
‘2h +1 solche Lésungen h-ten Grades besitzt, so folgt, da® die Differential- 
gleichung (82) allgemein fiir ) = 0,1, 2,... die GrdBe 
A=4(h—1)R+ 2) 

als 2h +1 fachen Higenwert besitzt. Fiir h =0 erhalten wir 4=—1, 
fir h=1 ergibt sich 14 =O als dreifacher Eigenwert, womit sich das 
vorhin fiir die allgemeine Differentialgleichung (81) gefundene Resultat 
bestiitigt. Dariiber hinaus aber erkennen wir die wichtige Tatsache, dab 
die spezielle Differentialgleichung (82) den Eigenwert 4=—1 als ein- 
fachen Higenwert besitzt, und daB, von diesem Werte und 4=0 ab- 
gesehen, alle tibrigen Higenwerte positiv ausfallen, da inshesondere der 
kleinste positive Higenwert 2 = 2 (fiir h = 2) wird. 

Hs ist nun leicht vermége des Satzes 47 tiber die stetige Anderung 
der Higenwerte bei stetiger Anderung eines Parameters in der Differential- 
gleichung (8. 238) die eben gefundene Tatsache auf die alloemeine Diffe- 
rentialgleichung (81) zu tbertragen. 

Wegen (70) hat die in ¢ quadratische Gleichung 


H+ 2H,,¢ + H,, = 9 


ny 


oder wenn 


gesetzt wird, in 


keine reelle Wurzel, und da das gleiche von der quadratischen Gleichung 
R,,0 + 28,,t+ B,, = 9 

gilt, so besitzt auch die Gleichung 

(wH,, + 1 — wR JO + 20H, + (L—wRy)t + wy + (lb #) By = 

wo w einen reellen auf das Intervall 

(85) O<v<sl 


beschrinkten Parameter bedeutet, keine reelle Wurzel ¢, und demnach ist 
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(uH,, + 1 — »)R,,) UA = Why) — (ei, + a, 

d. h. die samtlichen aaa og Funktionenschar 

sShe— (Delay) 
dargestellten Flachen sind konvex; mithin gelten die vorhin fiir L(2) 
entwickelten Tatsachen auch fiir den Differentialausdruck 

L,(&) a Ws Epp) 

und fiir die Differentialgleichung 
(86) Ti Ooty eae ee) 


Die Differentialgleichung (86) geht fiir w =O in (82), fiir w = 1 in (81) 
tiber. Die Differentialgleichung (82) besitzt, wie wir sahen, vom kleinsten 
an der GréBe nach geordnet, die folgenden Higenwerte 
joe play ae a0) ah =O yes Oey bey 

Die Heranziehung des vorhin genannten Satzes tiber die stetige Ande- 
rung der Higenwerte (S. 238) und die Beriicksichtigung des Umstandes, 
daB 2=0 fiir alle Werte des Parameters w genau ein dreifacher Higen- 
wert sein muB, zeigt, daB, wihrend w das Intervall (85) durchlauft, der 
fiinfte Eigenwert stets positiv bleiben mu, insbesondere auch fiir uw = 1. 
Wir fassen die gefundenen Resultate, wie folgt, zusammen: 

Satz 52. Die partielle Differentialgleichung (81) auf der Kugel besitat 
4 =—1 als einfachen KEigenwert: die zugehorige Eigenfunktion ist 8 = H; 
ferner ist fiir sie 4 =O ein dreifacher Eigenwert: die zugehorigen Eigen- 
funktionen auf der Kugel sind x, y, 2; die tibrigen Eigenwerte sind positiv. 
Das System der Eigenfunktionen von (81) 

8, =H, 2, =, 25 = Y, 2 = &, 25, Q, 

bildet ein System von Funktionen, welches fiir H=1 in das System der 
Kugelfunktionen tibergeht und als die Verallgemeinerung des letzteren an- 
zusehen ist, wenn man im Sinne der Minkowskischen Geometrie die Kugel 
durch eme beliebige konvexe Fldche ersetat. Denkt man 8,, 2,, 23, ..., 
wie tblich, orthogonal normiert, so ist yede willkiirliche zweimal stetig diffe- 
renzierbare Funktion f auf der Kugel nach jenen Exgenfunktionen auf Fourier- 
sche Weise entwickelbar wie folgt: 


ONE Otho ae) 


f2,ak. 


Nunmehr sind wir imstande, diejenige fundamentale quadratische 
Ungleichung zwischen den gemischten Volumina zweier Kérper abzuleiten, 
die bereits in der Einleitung zu diesem Abschnitte erwihnt worden ist; 
dieselbe wird uns als Ausflu{ der Tatsache erscheinen, daB der fiinfte 
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Higenwert 4, der Differentialgleichung (81) positiv ausfallt. In der 
Tat, zufolge des am Schlusse des Abschnittes XVIII aufgestellten all- 
gemeinen Satzes ist 4; das Minimum des Dirichletschen Integrales 


D(Q2) =— f H(W, W)ak 


bei den Nebenbedingungen 


(87) oe Vdk =1, 
(88) | (H, H)Qdk =0, 

[SP xQdk = 0, 
(89) {22 yQak = 0, 


joe 2Qdk = 0. 


Es sei nun G eine beliebige homogene Funktion ersten Grades, die auf 
der Kugel, fiir 2 eingesetzt, der Bedingung (88) gentigt. Die durch G 
bestimmte Funktion auf der Kugel bezeichnen wir mit I. Wir wahlen 
dann die drei Konstanten a, 0, c derart, daB die Funktion 

(90) 2R=-F+art+ by+cez 


auf der Kugel die drei Bedingungen (89) erfiillt. Dies ist gewif mdg- 
lich, da im entgegengesetzten Falle solche Konstante a, 6, c, die nicht 
simtlich Null sind, existieren miiBten, daf die lineare Verbindung 
az + by +cz fir 2 eingesetzt die drei Bedingungen (89) erfiillt; dann 
aber wire als Folge davon, wie man sofort sieht, auch 


fee (av + by + czVPdk=0, 


und dies ist nicht der Fall, da der Integrand positiv ausfallt. 
Wegen 
| (A, BE) (ax + by + c2)ak = [H(H, ax + by + cz)dk = 0 

erfiillt die in (90) dargestellte Funktion 2 auch die Bedingung (88). Ist: 
nun die Funktion 2 nicht identisch fiir alle Punkte der Kugel Null, — 
was nur moglich ist, wenn G einer linearen Kombination von 2, y, 2 
gleich wird — so kénnen wir sie mit einer Konstanten derart multi- 
pliziert denken, daf auch die Bedingung (87) erfiillt wird. Wegen 4, > 0 
folgt alsdann D()>0. Da aber 


D(Q) = — fH(G + ax + by + ce, G+ ax-+ by +cz)dk 
=— fH(G, Gdk 
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wird, so gelangen wir zu dem Ergebnis: es gilt stets die Ungleichung 

(91) fH(G, Gdk <9, 

wenn G eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, fiir die 
[GH H)dk =0 


ausfallt, und dabei gilt in jener Ungleichung (91) das Gleichheitszeichen 

nur, wenn G eine lineare Verbindung der drei Funktionen 2, y, ¢ ist. 
Aus dieser Tatsache entnehmen wir, indem wir G = H — F setzen 

unmittelbar das weitere Ergebnis: es gilt stets die Ungleichung 


(92) fA, Dak > fH, Hdk, 
wenn I’ eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, fiir die 
[HA H)dk = [FH B)dk 


ausfallt, und dabei gilt in jener Ungleichung (92) das Gleichheitszeichen 
nur, wenn drei Konstanten a, b, ¢ existieren, derart daB 

(93) F=H+ax+by+cz 

wird. 

Die Formeln fiir die Punktkoordinaten X, Y, Z der Fliche, wie sie 
zu Anfang dieses Abschnittes 8. 244 aufgestellt worden sind, lehren, daB, 
wenn zwei zu konvexen Kérpern gehérige Funktionen F', H durch eine 
Relation der Gestalt (93) mit einander verbunden sind, der eine Kérper 
durch eine bloSe Parallelverschiebung aus dem anderen Kérper hervor- 
gegangen ist. Verstehen wir daher unter F' eine zu einem konvexen 
Korper gehérige homogene Funktion ersten Grades, wie es H ist, so 
spricht sich das vorhin gefundene Resultat auch wie folgt aus: Wenn 
fiir zwei konvexe Kérper, die durch A, F’ bestimmt sind, 


? 


ist, so gilt stets die Ungleichung 
(95) VCH Hy ea ChE er), 


und hier hat das Gleichheitszeichen nur statt, wenn der eine Kérper durch 

eine bloBe Parallelverschiebung aus dem anderen Kérper hervorgegangen ist. ° 
Nunmehr seien irgend zwei konvexe Kérper vorgelegt; die zu ihnen 

gehérigen Funktionen seien H, G. Wegen G>O ist die Konstante 


V(H, H, @)—4/G(H, Kydk 


positiv und folglich auch die Funktion 


Der durch F’ definierte Kérper geht aus dem durch G definierten Korper, 
wie man sieht, durch eine Ahnlichkeitstransformation hervor. Da aufer- 
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dem J offenbar die Bedingung (94) erfiillt, so folgt aus dem Vorigen 
die Giiltigkeit der Ungleichung (95), d. h. es ist 


VACHE EEN 2 * 
VE, H, H) > (pa) VEE @ 
oder 
(96) V(H, H, @)' > V(H, H, H)V(H, G, @). 


Es gilt mithin der folgende Satz, der den Kernpunkt der Minkowskischen 
Theorie von Volumen und Oberfliiche ausmacht. 

_ Fiir zwei konvexe Korper besteht stets die quadratische Ungleichung (96), 
wober das Gleichheitszeichen nur dann statt hat, wenn der eine Kérper aus 
dem anderen durch Parallelverschiebung und Ahnlichkeitstransformation 
hervorgeht. 

Durch Vertauschung der beiden Kérper folet aus (96) die Ungleichung 
(97) _ VE, G, GY = V(G, G, G) VA, H, G). 

Durch Quadrieren von (96) und Multiplikation mit (97) folgt nach Fort- 
hebung des positiven Faktors V(H, G, G)°V(H, H, G) die Ungleichung 
(98) V(H, H, G)’ > V(H, H, 2 V(G, G, @); 

d. h. es gilt der Satz: 

Fir zwei konvexe Korper besteht stets die kubische Ungleichung (98), 
wobei das Gleichheitszeichen nur dann statt hat, wenn der eine Korper aus 
dem anderen durch Parallelverschiebung und Ahnlichkeitstransformation 
hervorgeht. 

Ist wie friiher 

R= Ve+P+ 2 ) 
so stellt H+ ¢R eine Parallelflaiche zn dem durch H definierten Korper 
im Abstande ¢ dar. Da nun offenbar die Oberfliche O des durch H 
definierten K6érpers 
oy HAE H+eR Ate R)— VEE, H) 
e=0 


e 


wird, so erhalten wir 


0 =3V(H, H, R) =4 f(A, Hak. 


Andererseits ist 


V(H, RB, R) =4 f Hak 
aa 4 f(B, H)dk 
rs + fe + Q2)dk 


<= rales a 2/40, 


wenn 0,, 0, die Hauptkriimmungsradien der durch H definierten Flache 


und daw deren Oberflichenelement bedeutet; wir setzen 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. AT 
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Big pel an 
LS IG ss 2/40 
und bezeichnen dieses Integral als das Integral der mittleren Kriimmung 


und des konvexen Korpers. 
Nehmen wir.in den Ungleichungen (96), (97), (98) G=R und 


nennen V das Volumen des KG6rpers, so erhalten wir 


99 O23 AM, 
Dy VM’? > 4x0, 
(100) OF B0n 2 


und in diesen Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn der 
konvexe Kérper aus der Einheitskugel durch Parallelverschiebung und 
Ahnlichkeitstransformation hervorgegangen ist, d. h. wenn er selbst eine 
Kugel ist. Hiernach driicken die Ungleichungen (99), (100) gewisse leicht 
zu formulierende charakteristische Minimaleigenschaften der Kugel aus. 
Die Minkowskischen Ungleichungen (96), (98) sind hiernach Verall- 
gemeinerungen solcher Higenschaften, wie sie in einer Minkowskischen 
Geometrie gelten, wo statt der Kugel eine beliebige konvexe Flache als 
Hichflache genommen ist. 


Zwanzigstes Kapitel. 


Anwendung auf ein Problem der Theorie der automorphen 
Funktionen. 


In diesem Abschnitte will ich kurz an einem speziellen Beispiele 
zeigen, wie die orthogonalen Integralgleichungen auch in der Theorie der 
automorphen Funktionen erfolgreiche Anwendung finden kénnen. 

Die nachstliegende Verallgemeinerung der elliptischen Modulfunktion 
ist die einfachste automorphe Funktion mit reellen Substitutionen, die 
vier gegebene reelle Werte oo, a, b, ¢ auslaBt. Die Aufgabe, diese zu 
konstruieren, fiihrt zu der allgemeineren, in der linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit den vier singularen Stellen oo, a, b, ¢ 

— ry \ = an 
COD ae as) eS Cel Oe ee 
den Parameter 2 so zu bestimmen, daf der Quotient zweier partikularer 
Lésungen bei den Umlaufen der komplexen Variabeln x um die singuliren 
Punkte stets Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfihrt. 

Wir konstruieren nun diejenigen Potenzreihen, die bzw. nach Potenzen 
von x — a, « — b, « —c fortschreiten, fiir =a, «= b, x =c den Wert 1 
annehmen und in der Umgebung dieser Stellen regulire analytische 
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Lésungen der Differentialgleichung (101) darstellen. Diese Potenzreihen 
sind, wie die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung lehrt, durch jene Forderungen eindeutig bestimmt; sie mégen bzw. 
mit ¥,, Y, y, bezeichnet werden. Die anderen Lésungen der Differential- 
gleichungen sind dann in der Umgebung jener Stellen 7 =a, x =b, t=C€ 
bzw. in der Gestalt 

Ay, log (@— a) + $B, — 4), 

By, log (a — b) + B,(@ — 8), 

Cy, log (a — 6) + PB, (@ — ¢) 
darstellbar, wo A, B, C Konstante sind und $,, $,, 9, Potenzreihen 
mit reellen Koeffizienten bedeuten. Hieraus folgt, da insbesondere die 
Lésung y,, wenn wir x von a bis 6 zunehmen lassen, in der Nahe von 
b fiir x<b die Darstellung 
(102) Y_= By, log (b — x) + D(a — b) 
gestattet, wo 6 eine bestimmte Konstante, 0 eine Potenzreihe mit reellen 
Koeffizienten bedeutet und der Logarithmus reell zu nehmen ist. Nun- 
mehr setzen wir die Lésung y, reell tiber den Punkt 6 hinaus in der 


Weise fort, daB wir fiir > unter y, diejenige Lésung verstehen, die 
in der Nahe des Punktes 6 durch die Formel 
Ya= BY, log (w — b) + Uw — b) 

gegeben ist. Sodann stellen wir die Frage, ob der Parameter 4 in der 
Differentialgleichung (101) sich so bestimmen laft, daB fiir denselben die 
in Rede stehende Lisung y,, wenn x von 6 aus in den Punkt ¢ hinein- 
wandert, dort endlich bleibt d. h. bis auf einen konstanten Faktor mit y, 
iibereinstimmt. 

Ehe wir diese Frage untersuchen, wollen wir ihre Bedeutung ftir das 
vorhin gestellte, die reellen Substitutionen betreffende Problem feststellen. 
Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei J = A, ein Parameterwert, ftir den 
die Lésung y, die obengenannte Higenschaft besitzt; diese Losung y, 
die wir nunmehr kurz mit y bezeichnen wollen, hat dann die folgenden 
Higenschaften: sie ist eine reelle stetige Funktion innerhalb des Intervalles 

Wt 6 
einschlieBlich der Grenzen, mit Ausnahme des Punktes «=, in dessen 
Nihe sie sich in der Gestalt 
(103) y = By, log|z —b' + O(a — 6) 
darstellen 1iBt. Hierbei ist die Konstante 6 gewiB nicht Null. Denn in 
diesem Falle wire y als Funktion der komplexen Variabeln x in den 
Punkten a, 6, ¢ reguliir analytisch und kénnte daher auch nicht im Un- 


endlichfernen logarithmisch singular sein; mit Riicksicht hierauf ergibt 
17? 
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sich aber aus der Differentialgleichung, daf fiir y im Unendlichfernen die 


Entwicklung CG : 
y=<+B(5) (C +0) 


gilt, d.h. y hatte den unendlichfernen Punkt zur Nullstelle und ware 
demnach iiberall gleich der Konstanten Null, was nicht angeht. 

Neben dieser Lisung y betrachten wir nun die bei x= 6b regulare 
Lésung y,, die nach dem eben Bewiesenen gewif von Cy, wo C eine 
Konstante ist, verschieden ausfallt; lassen wir # von b nach a wandern, 
so wird in der Umgebung von “=a 


(104) yy— ey log (# — a) + D,(@ — a) (e>a), 
wenn andererseits « auf den Punkt ¢ zu geht, haben wir 
n= v*y, log @ — 2) + O,(@ — ¢) (1<0), 


oder da y, bis auf eine Konstante mit y tibereinstimmen muB, 
Y= vy log (¢ — 4) + O,(a — ¢). 
Nunmehr untersuchen wir den Quotienten 
ee 
MCS Ser 
an einer zwischen a und b gelegenen Stelle d als Funktion der komplexen 


Variabeln #: es zeigt sich dann, daf die analytische Funktion y(#) beim 
Umlauf der Variabeln ~ um eine jede der Stellen a, b, ¢ stets eine lineare 
Substitution mit reellen Koeffizienten erfahrt. In der Tat, bezeichnen 
wir mit S, das Ergebnis des Umlaufes um den Punkt a, so wird 

ane Say = 9; 
iiberdies ist wegen (104) 


SaYp = Yor 2imay 
und folglich 3 


q 


Sam gi —2ran 


Bezeichnet ferner S, das Ergebnis des Umlaufes um den Punkt 0}, so wird 
wegen (102) 
S,y =y + 2iaBy,; 


tiberdies ist 
Soo = Yo 


Sy = 4 + 2x8. 
Nun lassen wir y von d aus einen Halbumlauf in positivem Sinne um 6 
machen bis zu einem zwischen 6 und ¢ gelegenen Punkte e, dann einen 


und folglich 


Kap. XX. Zur Theorie der automorphen Funktionen. 261 


vollen Umlauf in positivem Sinne um ¢ und alsdann einen Halbumlauf 
in negativem Sinne um 6 zum Punkte d zuriick: dabei verwandelt sich 
der Reihe nach y in 


y + 1aBY,, 
y + inB(y, + 2inyy) = (1 — 2xBy)y + imBy,, 
(1 — 22° By) (y — ix By,) + imBy,, 
= (1 — 20° By)y + 2in*B’yy,. 
Bei derselben Wanderung der Variabeln w wird aus y, der Reihe nach 


Yoo 
Y,+ 2inyy, 
* y+ Qinply — txBy,) = 2ixyy + (L + 2x°By)y, 
und folglich wird, wenn wir mit S, das Ergebnis des Umlaufes um ¢ 
bezeichnen: 
Se (1 — 20° By) sa Be, 
i —2uyn+ + 20°87) 
Wie wir sehen, haben die simtlichen drei Substitutionen S,, S,, S, reelle 
Koeffizienten, und wir kénnen auch leicht schlieBen, da8 umgekehrt dieser 
Umstand, wonach der Quotient zweier Partikularlésungen der Differential- 
gleichung (101) beim Umlauf der Variabeln um die singuliren Stellen 
Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfahrt, nur dann eintritt, wenn 
eine Lésung von den Eigenschaften wie y — Endlichkeit ied, 1s UOG 
logarithmisches Verhalten gem’ (103) in 6 — vorhanden ist. 

Um nun die Frage nach der Existenz der Funktion y in Angriff 
zu nehmen, beweisen wir zunichst, daf es gewisse Werte von 4 gibt, fiir 
die die Lisung y, der Differentialgleichung (101) nach ihrer reellen Fort- 
setzung gemiB (103) tiber b hinaus im Punkte ¢ endlich bleibt. Wir 
beweisen erstens, daB dieses Verhalten gewif nicht fiir jeden Wert 
von 4 stattfindet. In der Tat, nehmen wir dies an und bestimmen wir 
alsdann einen Wert von 4, fiir den y, im Punkte b endlich bleibt — 
nach den Darlegungen des zweiten Abschnittes S.55 am Beispiel der 
Kugelfunktion gibt es solcher Werte 2 notwendig unendlich viele — so 
wiirde fiir einen Wert von 4 die Lisung y, in allen Punkten a, b, ¢ endlich 
sein, was nach dem vorhin Bewiesenen nicht zutreffen kann. 

Es sei 4 = (>—c) ein Wert von der Art, da y,, tiber 6 hinaus 
gemif (103) fortgesetzt, in ¢ nicht endlich bleibt: dann bleibt auch y,, 
iiber } hinaus gemaB (103) fortgesetzt, nicht endlich. Aus dem Umstande, 
daB y,, y, Lésungen der Differentialgleichung 


Ly) = (p =| + (@ + x)y=09 


da 


sind, folgt leicht die Konstanz des Ausdruckes 
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Lay dye dYy 
N=p ae — y. 92) 
im ganzen Intervall a bis c. Da aber als Folge unserer Annahme tiber x 


der Quotient a nicht konstant ist, so fallt die Konstante N von Null 


verschieden aus. Setzen wir nun 
G(a, 8) = y ¥a(7)Ue(®) (e <8), 
=x %eu(@) (w= 8), 
so wird : : 
oAE Sa aesert ee per 


und folglich ist G(x, &) die Greensche Funktion des Differentialaus- 
druckes L(y), wenn man als Randbedingungen das Hndlichbleiben in a 
und ¢ und reelle Fortsetzung iiber b hinweg gemaB (103) verlangt. 

Nebmen wir G(x, &) als Kern einer Integralgleichung zweiter Art, 
so fiihrt die Anwendung meiner Theorie der orthogonalen Integral- 
gleichungen zu dem Satze: 


Satz 53. Es gibt unendlich viele Werte i (die Exgenwerte des Problems), 

so dap die Differentialglerchung (101) eme Lisung (die zugehorige Eigen- 
funktion) besitat, die ber reeller Fortsetzung tiber den Punkt b hinweg in den 
Punkten a und ¢ endlich bleibt; fiir eben diese Werte 2 ist der Quotient 
zweier Losungen der Differentialgleichung eine analytische Funktion, die 
beim Umlauf der Variabeln « um die singuldren Stellen der Differential- 
gleichung Substitutionen mit reellen Koeffizienten erf dhrt. 
Die Kennzeichnung der unendlichvielen Eigenfunktionen durch 
Oszillationseigenschaften, sowie den Zusammenhang mit dem Problem der 
konformen Abbildung der nullwinkligen Kreisbogenvierecke mit Orthogonal- 
kreis hat F. Klein*) untersucht. 


Hinundzwanzigstes Kapitel. 


Kine zweiparametrige Randwertaufgabe (Kleins Oszillations- 
theorem). 


Bei allen bisherigen Anwendungen der Theorie der orthogonalen 
und polaren Integralgleichungen handelte es sich um Randwertaufgaben 
fiir gewohnliche oder partielle Differentialgleichungen, wobei jedesmal ein 
Parameter 1, sei es in der Differentialgleichung selbst, sei es in der Rand- 
bedingung als zu bestimmende Grofe auftrat. Im folgenden méchte ich 


1) Math. Ann. Bad. 64 (1907), S. 175, 
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an einem Beispiel zeigen, wie auch im Falle zweier zu bestimmender 
Parameter 4, w die Theorie sich als anwendhar erweist. 

Es seien fir y als Funktion von # und fiir » als Funktion von & 
zwei gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorgeleet von 
der Gestalt 


dy 
7 ered 

(108) (eas) (2, <<a), 
oa 

(106) de (Aa + w8)n = 9 (& <§<%), 


worin p, a, b Funktionen der unabhingigen Variabeln 2 und a, «, B 
Funktionen der unabhingigen Variabeln & bedeuten; diese Funktionen 
mogen sdmtlich der Kiirze halber als regulir analytisch angenommen 
werden, und die Funktionen p, a; x, « mégen tiberdies die Bedingungen 
erfiillen: 
{107) p(z)>0, ala) >0 (2 =U Sa), 
(108) x(E)>0, a(€) >0 (&, <§<&). 
Alsdann multiplizieren wir die Differentialgleichung (105) mit «wy und 
(106) mit ay; durch Addition erhalten wir fiir die Funktion 

a(a, §) = y(w)n(&) 
die partielle Differentialgleichung 
(109) EDA + wlmedeh ula — a8 — 0; 
dieselbe ist wegen (107), (108) von elliptischem Typus und tiberdies, wie 
man leicht erkennt, sich selbst adjungiert. Da das zu dem Differential- 
ausdruck 
(110) (pay), + (mes): 
gehérige Dirichletsche Integral 


2 So 


J [pen “+ anz?)dxdé 


Ly Sy 


nur positiver Werte fahig ist, so besitzt auch die Greensche Funktion 
qu (110) definiten Charakter. Endlich ist 


ab —ap =0 
nur fiir eine endliche Anzahl analytischer Kurven erfiillt — es sei denn, dab 
(111) b(a) = Ca(a), BE) = Cal) 


ausfallt, wo C eine geeignete Konstante bedeutet; dieser Fall (111) ist 
aber auszuschlieBen, da ja alsdann die beiden Peart oucion Differential- 
gleichungen (105), (106) nur die eine Verbindung 4+ Cu der beiden 
Parameter enthielten. 
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Wie diese Uberlegungen zeigen, erfiillt die partielle Differential- 
gleichung (109), in der der lineare Parameter w auftritt, alle Voraus- 
setzungen fiir die Giiltigkeit des Satzes, den ich in Kap. XXI, S. 206. 
ausgesprochen habe. Diesem Satze zufolge besitzt die partielle Diffe- 
rentialgleichung (109) fiir unendlich viele Werte des Parameters w, die 


Higenwerte, u,, U,,.-. Lésungen, die zugehérigen Higenfunktionen z,, 
@,,-.., deren jede innerhalb des durch die Ungleichungen 

ee Gp EEG 

ales it =a 

see eee 


bestimmten Rechteckes stetig ist und auf den Seiten dieses Rechteckes: 
verschwindet; nach diesen Eigenfunktionen ist die Entwicklung einer will- 
ktirlichen (gewissen Voraussetzungen unterworfenen) Funktion in diesenr 
Rechteck auf die Fouriersche Weise méglich. 

Ich betrachte nun die gewéhnliche Differentialgleichung 

40 a) 

(113) ae + aby + day = 0, 
die aus (105) entsteht, wenn darin fiir w der besondere Higenwert u, 
von (109) eingesetzt wird. Da hierin p(w) und a(#) nach der Voraus- 
setzung (107) positive Funktionen sind, so folgt auf Grund meiner Theorie 
der orthogonalen Integralgleichungen, daB (113) unendlich viele positive 
Higenwerte und zugehérige Higenfunktionen 
A =4,' ages 
y(t) =Y,@), yO (); --- 
besitzt, wenn wir als Randbedingung das Verschwinden fiir «=a, und 
«=, nehmen. Entwickeln wir insbesondere die zu uw, gehdrige Higen- 
funktion z, der partiellen Differentialgleichung (109), indem wir sie als 
Funktion von x betrachten, auf Fouriersche Weise nach den Funktionen 
Y,, yo, ..., 80 ergibt sich 


(114) 


(115) 2(2, 8) = 1,(y,(@) £ nya) Fe 
wo allgemein 

(116) Mn (8) = fa(ae) @, (a, 8) ya) dx 

ist. es 


Wir setzen nun zur Abktirzung 
Y) =—Gqn OY, 


i) 


An) = —Ge— — a By 
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dann ist die linke Seite der partiellen Differentialgleichung (109), ge- 
nommen fiir w = u,, identisch mit dem Ausdrucke 
aL” (z) + aA (z); 
da z, eine Lésung von (109) ist, so haben wir 
aL” (z,) + aA (z2,) = 0 


und, wenn wir mit y,,” multiplizieren und zwischen den Grenzen 2, 
und w#, nach x integrieren 


faLO(e)y,, dx + fa d(2,)y {dae = 0. 


Wenden wir hier auf das erste Integral die Greensche Formel an und 
fiihren wir sodann mittelst (116) die Funktion 7,” der Variabeln & ein, 
so erhalten wir 


ce if. LY (Yon) 2,42 + 40( I aad) =0 


oder, indem wir beriicksichtigen, dab 
(117) LOY") a Ain BY n\ =0 
wird, und alsdann vermittelst (116) die Funktion 7, der Variabeln § 


einfiihren, 
(118) AO (g) + 8 Mn = 0. 


Da wegen (116) 7,,(&) eine ftir £=—£& und &=& verschwindende 
Funktion ist, so wird das Produkt 

An (E) Yai? (#) 
eine auf den Kanten unseres Rechteckes (112) in der # — &-Hbene ver- 
schwindende Funktion; dieselbe geniigt, wie aus (117), (118) unmittelbar 
folgt, der partiellen Differentialgleichung (109) fiir » = u,. Andererseits 
besitzt diese Differentialgieichung gewif nur eine endliche Anzahl linear 
unabhiingiger Lésungen, niimlich die zu mw, gehdrigen Higenfunktionen; 
mithin diirfen unter den Funktionen zweier Variabeln x, & 

my, YQ, - » - 

gewiB nur eine endliche Anzahl linear voneinander unabhingiger Funk- 
tionen vorkommen. Da aber unter den Funktionen der Variabeln x 

y, yy”, Se alas 
gewif keine lineare Abhiingigkeit statt hat, so folgt, daB nur eine end- 
liche Anzahl von Funktionen der Variabeln £ in der Reihe 

| 1, 12) 

von Null verschieden ist, und die Gleichung (115) zeigt mithin, daf eine 
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jede zu 2, gehorige Higenfunktion z, der partiellen Differentialgleichung (109) 
sich durch eine endliche Summe von Produkten der Gestalt 


1 E)y (2) 

darstellen liBt, wo jedes einzelne Produkt ebenfalls eine zu uw, gehorige 
Higenfunktion jener partiellen Differentialgleichung (113) ist. Wir denken 
uns nun in solcher Weise alle zu u, gehdrigen Higenfunktionen von (109) 
durch Produkte dargestellt und alsdann aus den siimtlichen auftretenden 
Produkten solche ausgewiihlt, die voneinander linear unabhiingig sind 
und durch die die tibrigen Produkte sich linear ausdriicken lassen; die 
so ausgewihlten Produkte bilden nach dem eben Bewiesenen offenbar ein 
volles System von Eigenfunktionen der partiellen Differentialgleichung (109) 
fiir den Higenwert w,. 

Die wesentlichsten der bisher gefundenen Resultate fassen wir wie 
folgt zusammen: 

Satz 54. Ist ein System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen 
von der Gestalt (105), (106) vorgelegt, fiir die die Bedingungen (107), (108) 
erfillt sind, und treten in denselben die zwei Parameter i, w nicht bloB in der 
Verbindung 24+ Cu auf — unter C eine Konstante verstanden, — so 
existieren unendlichviele Paare von Werten i, u, fiir welche die Differential- 
gleichungen solche simultane Lisungen y,(x), ,(&) haben, das y,(x) an 
den Enden und macht tiberall im Inneren des Intervalles x,2, und ebenso 
4,(&) an den Enden und nicht iiberall im Innern des Intervalles &,& ver- 
schwindet. Eine willkiirliche (gewissen Voraussetzungen unterworfene) Funktion 
der Variabeln x, & ist in Fourierscher Weise in eine nach den Produkten 
y,(a)n,(&) fortschreitende Reihe entwickelbar. 

Ist noch die Bedingung erfiillt, daB die Funktion «b — af innerhalb 
und auf dem Rande des Rechteckes nirgends verschwindet, so bedarf es 
zur Behandlung der partiellen Differentialgleichung (109) nur der Theorie 
der orthogonalen Integralgleichungen, und es ergibt sich dann, dab 
jede zweimal stetig differenzierbare Funktion der Variabeln w, § in Fourier- 
scher Weise nach den Produkten der Lésungen der simultanen Differential- 
gleichungen (105), (106) entwickelbar ist. 

Wir betrachten zum SchluB als Beispiel die Lamésche Differential- 
gleichung 


d*y 1 1 F 1 st a At aD 0 
dis 4 — elt 2e) (eee 


See RY Rit Ocal Qari i 
dt? cr Ga Hangs 1 t— é, 
Wie die Anwendung unseres Theorems zeigt, lassen sich hierin die Para- 
meter A, B auf unendlichviele Weisen so bestimmen, daB die Differential- 
gleichung eine Lisung y besitzt, die an den Endpunkten eines gegebenen 
Intervalles ¢,¢, verschwindet und zugleich eine solche, die an den End- 
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punkten eines anderen Intervalles t,7, verschwindet — ein Resultat, 
welches, wie wir sehen, im engsten Zusammenhange mit der Aussage des 
Kleinschen Oszillationstheorems steht. — Dabei sind die Intervalle ¢, ¢, 
und r,t, nur der Einschrinkung unterworfen, daB sie einander ausschlieben 
und keinen der Punkte e,, ¢,, é, enthalten; dagegen ist es fiir die Giiltig- 
keit meines Theorems nicht nétig anzunehmen, daf die Intervalle durch 
einen der Punkte ¢,, ¢, ¢ getrennt sind. Um dies einzusehen, nehmen 
wir etwa 
PENN it i OA 

an, wihlen dann einen zwischen ¢, und 1, gelegenen Punkt a und setzen 


einmal 
: f—&—x (%,=a—t, %—a—t) 
und andererseits 
=—-a+& (,=1,—-a, §£—1,—4). 
Nehmen wir endlich 
A= A, p=aA-+ B, 


so entstehen aus der Laméschen Gleichung die folgenden: 


dy 
d(p 44) he — 
a a Sa Y=; Ce) 
in 
dp <4 
de ne 
we tt -0, (& SE<8) 


p=Va-a —¢)(a—"%— &)(@—4—&), 
n=V(iat+&—4a)@ +&—&)(a+&—6) 
gesetzt ist. Da # und & in ihren Intervallen 7,7, bzw. && stets positiv 


bleiben, so sind die Bedingungen unseres Theorems erfiillt und damit die 
Existenz unendlich vieler Parameterpaare A, B von der verlangten Be- 


schaffenheit erwiesen. 


Zweiundzwanzigstes Kapitel. 
Begriindung der kinetischen Gastheorie. 


In allen bisher erédrterten Anwendungen der Theorie der Integral- 
gleichungen — sei es auf analytische oder geometrische Probleme oder 
sm Gebiete der theoretischen Physik — war es stets eine gewdhnliche 
oder partielle Differentialgleichung oder ein System von solchen Differential- 
gleichungen, das uns bei der Autstellung der Integralgleichung zur Ver- 
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mittelung diente. Im folgenden mache ich eine neue direkte Anwen- 
dung der Theorie der linearen Integralgleichungen, indem ich zeige, dab 
es eine gewisse lineare Integralgleichung zweiter Art mit sym- 
metrischem Kern ist, die die mathematische Grundlage der 
kinetischen Gastheorie bildet und ohne deren Erforschung nach 
den modernen Methoden der Integralgleichungstheorie eine 
systematische Begrtindung der Gastheorie unméglich ist. 

Wir fiihren zuniichst folgende Bezeichnungen und Annahmen ein. Es 
seien a, y, 2 die rechtwinkligen Raumkoordinaten und ¢ die Zeit; £ y, & 
seien die Geschwindigkeitskomponenten der Molektile; die Molekiile seien 
Kugeln vom Durchmesser 6. Zur Abktirzung werde ferner das Volumen- 
element im xyz-Raume mit 

do = dzdydz 


und das Volumenelement in —yf-Raume mit 
do = d&dydé 


bezeichnet. Den gesamten Zustand des Gases sehen wir als gegeben an 
durch die Funktion /’ der sieben Argumente & y, £, 2, y, 2, t, wobei die 
Bedeutung dieser Funktion die ist, daB 


EF dodo 
die Anzahl der Molekiile angibt, deren Mittelpunktskoordinaten zur Zeit t bzw. 
zwischen # und «+ dx 
” Y » ytdy 
* 2 4 e+dz2 
und deren Geschwindigkeitskomponenten zugleich bzw. 


zwischen & und & + dé 
» T » Atay 
” gf » F+dé 
hegen oder kurz, die zur Zeit t in do und deren Geschwindigkeitspunkte 
~, 7, € in do fallen. Wir nennen diese Funktion F die Maxwellsche 
Fundamentalfunktion. 


Es seien ferner y, ), 3 die Koordinaten eines Punktes der Hinheitskugel 
UE cig) al (1) 

und d38 das QOberflachenelement dieser Einheitskugel. Bringen wir nun 
zwei Molektile mit den Geschwindigkeiten £ 1, € und &, ,, & zum Zu- 
sammensto8 derart, dai im Moment ihrer Beriihrung die Richtungskosinusse 


ihrer Zentrilime rz, y, 3 sind, so werden die Geschwindigkeiten der beiden 
Molektile nach dem ZusammenstoB durch die Formeln gegeben: 


SS ee ee a a ee 
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PoE +2. W, 
n=n+yW, (2) 
c= a 3 W, 

und 
B= §— iW, 
1 =m — 9 W, (3) 
b= & ne ,W, 


wobei zur Abkiirzung 


W—e6,— §)+ (1 —1) +36.— 9) 
gesetzt ist. Diese Formeln (2), (3) stellen eine lineare homogene Trans- 
formation der sechs Variabeln £, y, £ &, 1, 6 dar, die folgende Higen- 
schaft besitzt: 

Satz 1. Die Transformation ist mit ihrer inversen identisch; ihre 
Determinante ist gleich 1. 

Satz 2. Vertauscht man in einem Ausdrucke, welcher &, 7’, &, &)', 1,', & 
enthilt, die GréBen & 7, € baw. mit &, ,, & und umgekehrt, so ver- 
tauschen sich in jenem Ausdrucke gegenseitig &, 7, & baw. mit &’, 7’, &’- 

Satz 3. Unsere Transformation besitzt die vier Invarianten 


Bee eb be nt Gi, 
wihrend W bei ihrer Anwendung das Vorzeichen dndert. 
Auch setzen wir noch fest, daB, wenn (££) irgend einen Ausdruck 
in £, 1, € bedeutet, stets die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen gelten 


sollen: 
(Bie (E171 £1), 
(Enf) = (&'1'¢), 
(7); = (Em SOF 
und endlich definieren wir die Klammersymbole: 
[FL Gl) =1e7|W\| 2’ G/t+ F/G — FG, — F,G) 
[F, F] = $0] W|(F'F — FF) 
pr) — ee ee en +S et ae 
in letzterer Formel bedeuten rechts die GréBen X, Y, Z die Komponenten 
der iuBeren auf das Gas wirkenden Kraft, bezogen auf die Masseneinheit; 


sie sind gegebene Funktionen von 4, y, 4, ¢. 
Nunmehr lege ich meiner Untersuchung die Maxwell-Boltzmannsche 


Fundamentalformel 


Sfle, Fao, a3 = (7) ) 
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zugrunde; darin ist links die Integration dw, tiber den gesamten Ge- 
schwindigkeitsraum 
E, %M, §& =— © bis + co 

und die Integration d$ tiber die gesamte Oberfliche der Einheitskugel (1) 
zu erstrecken. Diese Gleichung (4) muB identisch fiir alle & 1, € 2, y, 2, t 
erfiillt sein: ‘sie stellt eine notwendige Bedingung dafiir dar, daB die 
Funktion £’ der sieben Argumente &, y, € a, y, 2, ¢ die Maxwellsche Funda- 
mentalfunktion unseres einatomigen Gases ist. 

Mierzu fiigen wir fiir F noch folgende Bedingungen hinzu: 

1. F' darf keinenfalls negative Werte annehmen. 

2. /’ muf verschwinden, sobald eines der Argumente & 7, & positiv 
oder negativ unendlich wird. 

3. F soll fiir alle Zeiten ¢ endlich und stetig bleiben. 

Die Bedingungen 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus der Be- 
deutung von /’; die Bedingung 3. ist der Ausdruck fiir die Stabilitit des 
Bewegungszustandes unseres Gases. 

Um J’ auf die allgemeinste Weise als Lésung der Gleichung (4) zu 
bestimmen, kénnte der Ansatz dienen: 


He Pigjctad ys (0 = tg) te Eg alo) ctor (5) 
Da a in (4) nur rechter Hand auftritt, so folgen, wenn F, eine willkiir- 


lich gewahlte Funktion von & », § a, y, 2 ist, aus (4) offenbar in ein- 
deutiger Weise die weiteren Koeffizienten F',, F,, ... als Funktionen eben- 
dieser sechs Argumente. Durch Abschitzung dieser Koeffizienten werden 
wir jedoch eine Konvergenz der Potenzreihe (5) nur dann erwarten diirfen, 
wenn ¢—{?, absolut gentigend klein ausfallt, und solche Lésungen wiirden 
der obigen Stabilitiétsbedingung 3. widersprechen. Daher verwerfen wir 
die Entwicklung (5) und erzielen vielmehr die Auflésung dadurch, daB 
wir einen positiven Parameter 1 mittels des Ansatzes 


r-? 

in die Gleichung (4) einfiihren und die so entstehende Gleichung 

J/(G @ do, 43 = a[G] (6) 
vermége der nach Potenzen von 4 fortschreitenden Reihe 

G=@+ B14 Xi 4+... (7) 
lésen — was darauf hinauslauft, in der urspriinglichen Gleichung (4) 

(ee aS G1 (8) 
einzusetzen; dabei bedeuten ©, W, X, ... zu bestimmende Funktionen der 


sieben Argumente &, 7, § 2, y, 2, t, von denen jedenfalls die erste ® noch 
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den obigen Bedingungen 1., 2., 3. zu geniigen hat. In dem Potenzreihen- 
ansatze (8) erblicke ich die strenge Formulierung des Maxwellschen Ge- 
dankens einer sukzessiven Approximation zur Berechnung seiner Funda- 
mentalfunktion F: in der Tat sollen spiterhin beim systematischen Aufbaw 
der Gastheorie sukzessive die Abschnitte 


y] 


>| >] 6 


by ap 
eu (9) 
ee a 


in erster, zweiter, dritter Annaherung usw. als Ersatz an Stelle der 
Fundamentalfunktion /’ genommen werden. Die Potenzreihe (8), die 
die Fundamentalgleichung (4) befriedigt, ist der allgemeinste 
Ausdruck fiir die Maxwellsche Fundamentalfunktion eines in 
stabilem Bewegungszustand befindlichen Gases. 

Unsere wichtigste allgemeine Aufgabe besteht darin, die Mannigfaltig- 
keit aller derjenigen Lisungen der Fundamentalgleichung (4) zu ermitteln,. 
die durch die Potenzreihenentwicklung (8) dargestellt werden. 

Zu dem Zwecke tragen wir (7) in (6) ein; dann finden wir durch 
Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von 4 auf beiden Seiten 


S/l®, | da, d3 = 0, (10) 
[[l®, ¥] do, 43 = 4[ 9], (11) 
JJ ee an a a. ee des ae; (12): 


Die Gleichung (10) ist bereits von Boltzmann vollstindig gelést worden, 
wie folgt. Wegen Satz 1. und Satz 2. auf S. 269 haben wir, wenn H 
ebenso wie F’ und G Funktionen der Argumente &, 1, € Ponenter 


/{[ HB, @) do do, d3 = fff HF, @) dodo, a3 
= —/{[H'[F, @] dodo, ds =— fff Hy [F, @| dodo, as, 
und daher wird 


[fH G]dodo, d3—1fff(H+ H,—H’—H,)[F, G\dodo,ds. (13) 
Aus dieser Formel folgt fiir 


H= log 2; 
F=9, 
=O, 


mit Riicksicht auf (10) 
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LP og © + log @,— log & — log ®,)[®, ®] dodo, d3 =0 
oder 


SSf\Wog oo (@'@/ — ©8,)dodo, 43 =0 


d.h., da der Integrand hier nirgends positiv ausfallen kann, 
DO = OG, = 0, 
Die allgemeinste dieser Gleichung gentigende Funktion von &, , €, 
x, 2, y, t mit den Higenschaften 1. und 2. auf 8. 270 ist, wie aus dem Satze 3. 
auf §. 269 leicht erkannt wird: 

D = ge E-wW + G-—P + Cow} (14) 
wenn wu, v, w beliebige Funktionen von a, y, 2, t und a, b solche Funk- 
tionen derselben Variabeln 2, y, 2, ¢ bedeuten, die nirgends negativ ausfallen. 

Nunmehr haben wir den soeben aus (10) gefundenen Ausdruck (14) 


fiir ® in (11) einzutragen und aus der so entstehenden Gleichung die 
Funktion % zu ermitteln. Setzen wir zu dem Zwecke 


P= yO, 
wo w eine neue zu bestimmende Funktion ist, und beriicksichtigen die 
obige Relation 


DO, = 0'D,’, 
so nimmt (11) die Gestalt an 
167 [|W| O®, w+ v'— 4, — dv) da, d3 = } [®). (15) 
Fiihren wir hier in dem Ausdrucke linker Hand an Stelle von 
Stele eh Nea S: 
bzw. die Argumente 


a8) ah as, Si Ms, St 
BTR? Tiare COR erat ae Woes Cho w+—- 


ein, so geht derselbe tiber in 


wo zur Abkiirzung 
Taf f\W\e-Srrresierne+69 (— + 9, — g'— G/)do,ds (16) 
gesetzt worden ist; darin hat m die Bedeutung 
= Be tell! Bie 
pen) =v (ut Fe, v + es w+ Fe) 
Hs ist nun fir die Begriindung der kinetischen Gastheorie 


von entscheidender Bedeutung, daf® der Ausdruck (16) in die 
Gestalt 


T= + f K(Eng fm &) 91 do, (17) 
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gebracht werden kann und daf sich daher die zur Bestimmung 
yon w dienende Gleichung (15) als eine lineare (orthogonale) 
Integralgleichung zweiter Art herausstellt. 

Um dies zu zeigen, bemerken wir zunichst, daf 


SW da = 20 VE— 8 + (mt G— 9 
wird, und setzen . 


k(En) = ence fel W|e-Getm+5) da, d8 
a mere eh) (VE, PME ie (nm, — 7) + (&— 6)2e- Gr tm? +5) doa,, 


so daB i eine gewisse nur von £+ 7°?+ @ abhiingige stets positive Funk- 
tion bedeutet: 


Ferner fiihre ich in dem Integralausdrucke 
Je= [f\Wle- S++ g'do, d3 


statt des Integrales iiber die Oberfliche der Hinheitskugel ein solches iiber 
das Innere derselben ein, indem ich in 


(18) 


fi 
J* = See 


statt r und der Richtungskosinusse die drei unabhingigen rechtwinkligen 
Koordinaten nehme yr, , 3. Wegen 

rdrd3 = drdyd3 
wird dann 


is AO) cbt eaeiesgy 
ares (ee oe) Ne Me -~G2+n+5Q/do,drdyd3, 
Veo ts | : 


Os < e+yt+e st 
wo nunmehr w 
Me Fer or es ee Tt 2b! 
zu nehmen ist. Fiihren wir hovotat im Integral J* statt &,, 7, Pi die neuen 
Integrationsvariablen 


. eres 
COU ge aba ed 
22) Ae 
Uy g? + ? + 3?’ 

v Mi Sere 
epee Vict 8: 


ein, so erhalten wir 


= BPS fff es + yu, +3 @ + y +eP 


Os¢r+yPts s)) 
(ety +s7tOrtiatye tye ta@etye ++?) odd, du, dy, dydyd3, 


wo 
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p= PELE + oe + 3p, N+ 9CA + YM, + 3%), 
E+ gta, + Yu, + 3%) 
zu nehmen ist. Sodann wihlen wir statt x, y, 3 die neuen Integrations- 
variablen 


= ¢(£a, + Yu, + 3%), 
ies y(eA, + Yt + 3), 
vy = 3(t4, + Quy + 3%); 


Ady + bby + VY, = (tA, + Yu + 3”), 
Aw? + vp? = (e? + y? + 3) (Ady + wy +m) 


und da die Funktionaldeterminante 


wegen 


204, + Yui t+ G1, Crs » TY | - 
y A, , ta, + 20m, + 3%, 0M, = 2(4A, + wu, + vr,)2 
5A, » Uy >. Ay + Ye + 23, 


wird, erhalten wir mit Riicksicht darauf, daB zu jedem Wertsystem J, u, v 
zwei Wertsysteme x, ), 3 gehdren: 
af fff fests 
(AA, 2 
(lS 72-5 M2 ISIS J a, com een (19) 


4 22 + ur + 9? +) Gmaiiiean Ue H rs 22 4+ > + 9? +e) 
44 StH y= ( 
Co Cary Ear try Fi ue ete + Mig bry f yey : 


p(E+tAn+u,é+v)didudvdi, du, dr,. 


Um hierin die Integration nach 4,, u,, v, auszufiihren, bedenken wir, 


daf das Integral 
eile 7h, fel + 09, (20) 


OS +O 4+ 7 SAA 4+ wit) 
RH ur+r 2 ( A? + 4 + 9 nailnae Oe ale 
S|) fy fe ea ea SSN ee, Ae ee 
€ {( Sean) su Sivan 7 + (n th tumtyn t *) fda, du, dr, 


eine Orthogonalinvariante der beiden Variabelnreihen 


A, uw, v und & n, § 
ist und folglich nur eine Funktion der drei Ausdriicke 
A WAR eA te ay eG ee tee 
werden kann. Um diese Funktion zu ermitteln, nehmen wir uw = 0, 
v=0(0. Fiir 4>0 geht jenes Integral (20) dann pee in: 


+o+otoa 
V 


J Frage Oo TN arta 
pd Gaye 
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und mithin wird das Integral (20) notwendigerweise gleich 


Qu _— {a4A+S)+e(et nervy td }? 


da ja dieser Ausdruck fiir w =0, y =0 den eben berechneten Wert bekommt. 
Infolgedessen wird, wenn wir endlich in J* anstatt 2, uw, v die Argumente 
von g, namlich 


. rae an E at i, 
Maal, 
is =€+y 
als Integrationsvariable einfiihren, 
J* = {K* (Eng; 517161) P1da, (21) 
wo 
* 20 ) {6:6 —-§) + m(n—n) +4(G—5) }? 


K* = ; € —§)? +(m — 2? +(G —4)? 
VE—O8+u—Pta—o SEONG) 


gesetzt ist. 


Nunmehr behandeln wir das Integral 
hee Bei W|e-Gitm +S) do, d8 


ahnlich, wie soeben das Integral J*. Zuniichst finden wir genau wie vorhin 


po ma fff firm + om tan\@ tot a 
srt ts at 
eH (AG+P DFP + Meter ++ MEET M+ Pw’ dd, du, dy, dy dy dz, 


wo jetzt 
P= P(A +H? + 3) —2CA, + YU, + 5m) +, 
w(x? + y+ 37) — YEA, + Yu + 3%) + 0, 
yi (Ee? + 9? + 37) — a@ A, + Yuy + 4%) +S) 
zu nehmen ist. Sodann wiahlen wir statt y, ), 3 die neuen Integrations- 
variablen 


A= Aye? + 9? + 3°) — EEA + Yt + 8%1)s 

w= a, (e? + 9? + 37) — (EA, + Dey + 3%), 

y=, (t? + 9? + 37) — (EA + Ya + 9M1)5 

tA + ye +3v =—9, 
+ wt v? = (2? + 9? + 3°) AA + eu, + ¥%); 
und da die Funktionaldeterminante, abgesehen vom Vorzeichen, 

Yur + ry, Te, — 2YA,, Lr, — 254, 
HA, — 20m, ta +3%, YM 23 = 2 AA twtr) CA +YU,+3%) 
$4, — 201, 54, — 29%, Tt Om | 


wegen 


18* 
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wird, erhalten wir durch Vergleich mit (19) das einfache Resultat 
BD kash BY fk (22) 
Mit Riicksicht auf (18), (21), (22) erhilt der Integralausdruck (16) 
die Gestalt (17), wie oben behauptet worden ist, wo der Kern K die 
Bedeutung hat: 
Heres Gri) eae Se VEE) Gir 1) Cie) ye 
ieee ati Ce eee ay 2 
V&—)' +, —7+G— Sauce 
Unter Benutzung der Identitat 


{4 —§) + mm =) +46 — 8) 2 2 
€—)ta—+G—O me 
2S, =P + 86 + Si — 2 P) (SES Soe 


ES Gaara) Ses) ee 46-5" 
Been te 
= EP + m+ &’, 
P= Bee NN, + ae 
bedeutet, ersehen wir, da8 K ein symmetrischer Kern der beiden Variabeln- 
reihen &, 7, € und &, %, & ist. AuBerdem zeigt der eben gefundene 
Ausdruck (23), daB der Kern & fiir 
aie SG, 
nur yon der ersten Ordnung unendlich wird und daher die gesamte Theorie 
der Integralgleichungen auf ihn anwendbar ist. 
Insbesondere entnehmen wir hieraus, daB die Frage der Auflosung 
der Integralgleichung 
J=f(En6), (24) 
wenn f eine gegebene Funktion von &, », € ist, notwendig durch die Kennt- 
nis der Lésungen der homogenen Integralgleichung 
Sa) (25) 
bedingt ist. Um diese Lésungen zu ermitteln, multipliziere man den Aus- 
druck (16) fiir J mit m und.integriere nach\§, 7, § tiber den unendlichen 
Geschwindigkeitsraum; nach Formel (13) wird dann, wenn wir in derselben 
H=g, Fee Otrt?), Gae“C+PiMy 
nehmen: 
JpTde = mlb |Whe-@+erer ser m+) (pm + p, — 9 — 9/)?do da, ds. 
Soll nun g eine Lésung von (25) sein, so muf fiir ein solches m auch 
das Integral rechts hier verschwinden, und dies ist nur médglich, wenn 
der Integrand Null ist, d. h. wenn 


gpt+o,—-y97—9, =9 
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wird. Dem Friiheren zufolge gibt es lediglich die fiinf linear voneinander 
unabhangigen Funktionen 


wo = 1, 
yl?) a &; 
=n, (26) 
yO =, 


yO— Pat &, 

die jene Gleichung erfiillen, und damit ist bewiesen, daB die lineare 
homogene Integralgleichung (25) keine anderen Lésungen be- 
sitzt als diejenigen, die aus jenen fiinf Losungen durch lineare 
Kombination mit konstanten Koeffizienten entstehen.’) 

Hiermit ist die Untersuchung der linearen Integralgleichung (24), 
auf welche wir durch die Gleichung (11) gefiihrt wurden, beendet, und 
ich fasse die gefundenen Resultate, wie folgt, zusammen: 


Die zur Bestimmung der Funktion p dienende Gleichung (24) ist eine 
lineare (orthogonale) Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern. 
Die zugehirige homogene Integralgleichung (25) hat genau die fiinf linear 
voneinander unabhdngigen Lisungen (26), und mithin besitet (24) dann und 
nur dann eine Lisung p, wenn f die fiinf Integralbedingungen ( Orthogonalitats- 
bedingungen) 

[vofde =0, @=1, 2, 3,4, 5) 
erfiillt. 

Auf Grund dieses Satzes ergibt sich als notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Méglichkeit, » aus (15) d. h. & aus (11) zu bestimmen, 
das Bestehen der fiinf Gleichungen: 


foP|do=0, (=1, 2, 8, 4, 5). ev 


Dies sind, wie die Ausrechnung zeigt und schon von Maxwell erkannt 
worden ist, nichts anderes als die hydrodynamischen Gleichungen ein- 
schlieBlich der Kontinuititsgleichung und der thermodynamischen Grund- 
gleichung fiir ein ideales Gas in erster Annaherung: die hydrodynami- 
schen Gleichungen erscheinen somit als die Orthogonalitats- 
bedingungen ftir die Lésbarkeit unserer linearen Integral- 
gleichung; es sind fiinf partielle Differentialgleichungen fiir die fiinf 
GréBen a, b, u, v, w (bez. Dichte, Temperatur und Geschwindigkeit) als 


1) Den schénen Beweis dieses Satzes hat zuerst Herr Dr. E. Hecke gefunden, 
dessen Hilfe — er war in der von mir im Wintersemester 1911/12 tiber Gastheorie 
gehaltenen Vorlesung mein Assistent — mir auch sonst bei der Ausarbeitung der hier 
entwickelten Theorie von groBem Werte war. 
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Funktionen von x, y, z, t. Da die Determinante ihrer linken Seiten in 
bezug auf die zeitlichen Ableitungen 


da 0b Ou dv dw 


de? Ot? Ot? Ot? OF (28) 


— sie ist im wesentlichen die aus den Elementen 
[yw @do, (i,j =1, 2, 3, 4, 5) 


gebildete Determinante — nicht Null ist, so sind die Lésungen der fiinf 
partiellen Differentialgleichungen (27) eindeutig bestimmt, wenn man die 


Werte von a, b, u, v, w oder auch — was offenbar auf das namliche 
hinauslauft — die Werte von 

[yPdo, (i =1, 2, 3, 4, 5) (29) 
fiir ¢= 7, als Funktionen von a, y, z willkiirlich — etwa gleich f® — 


vorschreibt; wir wollen die so erhaltenen allgemeinsten Lésungen von (27) 
mit a*, b*, u*, v*, w* bezeichnen und tiberdies 

@* — gke—l* (E— wh + (y— 0% + (F— wh) 
setzen. ; 

Nachdem wir so das erste Glied in der Entwicklung (8) von F’ auf 
die allgemeinste Weise bestimmt haben, fiihren wir die nimliche Aufgabe 
fiir das zweite Glied durch. 

Ks sei jetzt y diejenige vollig bestimmte Liésung der aus (15) hervor- 
gehenden linearen Integralgleichung 


7 a ff W | O* @,* (by + VW — ¥, — v) da, d3 = F[O*), 
fiir welche 
[vw @*do=0, (¢=1, 2, 3, 4,5) 
wird; dann ist 
yp wy? @m* 
diejenige vollig bestimmte Liésung der aus (11) hervorgehenden Integral- 
gleichung 
[{[@*, B]da, d3 = [0], (30) 
fiir welche 
[yo do =0, (§=1, 2, 3, 4,5) (31) 


wird, und die allgemeinste Lésung von (30) ist 


(J) 
P= P+ b SM yO, (j =1, 2, 8, 4, 5) (32) 
wobei die fiinf GréBen c” willkiirliche Funktionen von 2, y, z, t bedeuten. 


Nunmehr schreiben wir die zur Bestimmung von X dienende Gleichung (12) 
wie folgt 
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SSl®, X]do,d3 =3[P]—4 ff[e, P| da, d3, (33) 
und tragen darin ®* an Stelle von ® und den Ausdruck (32) an Stelle 
von & ein. Da diese Gleichung dieselbe Gestalt wie (11) oder (30) auf- 
weist und daher ebenfalls auf die lineare Integralgleichung (24) zuriick- 
fiihrbar ist, so erhalten wir als notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Méglichkeit, X zu bestimmen, die Gleichungen 


fv [2] do — ff [vl¥, ¥]dodo,d3=0, (i=1, 2, 3, 4, 5) 
oder, da wegen (13) das zweite Integral verschwindet, 
[vo[P] do =0, @=1, 2, 3, 4, 5) (34) 


d. h. wenn (32) an Stelle von & eingetragen wird: 


(J) 
fvO[ P+ ©* SMyO|do=0. (i =1, 2, 3, 4, 5) 
Dies sind fiinf lineare partielle Differentialgleichungen fiir die fiinf Funk- 
tionen ce”. Da die Funktionaldeterminante ihrer linken Seiten nach den 
zeitlichen Ableitungen (28) genau mit der oben betrachteten Determinante 
iibereinstimmt und daher von Null verschieden ausfallt, so sind die Lésungen 
dieser Differentialgleichungen eindeutig bestimmt, sobald man die Werte 


von c”) oder auch, — was offenbar auf das namliche hinauslauft — die 
Werte von ' 

fy Bde, =1, 2, 3, 4, 5) (35) 
fiir ¢ = ¢ willkiirlich als Funktionen von a, y,z — etwa gleich g”) — 


vorschreibt; wir wollen die so erhaltene allgemeinste Losung von (34) mit 
#* bezeichnen. 
So fortfahrend verstehen wir unter X° diejenige vollig bestimmte 
Lésung der Integralgleichung (33), fiir welche 
[yoxX'da =0, (i=1, 2, 3, 4, 5) (36) 
wird; die allgemeinste Lésung von (33) ist dann 
() 
X= X94 SF SM yO, (jf =1, 2, 3, 4, 5) 
wobei die GréBen c” willkiirliche Funktionen von a, y, z, t bedeuten. Da 
jedoch wiederum die Orthogonalitiitsbedingungen 
fv [X]do =0, ((=1, 2, 3, 4, 5) (37) 
erfiillt sein miissen, so bleiben nur die Werte von ec fiir ¢ = ¢, willkiir- 
lich: wir schreiben statt ihrer die Werte von 
[yo Xdo, (@=1, 2, 3, 4, 5) (38) 


fiir ¢ = ¢, willkiirlich als Funktionen von a, y, 2 — etwa gleich h® — vor 
und bezeichnen die so erhaltene allgemeinste Lésung von (37) mit X*. 
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Me diesem Prozesse der Herstellung der allgemeinsten -Lésung 
Fe == + oe KFA 4. (39) 


der Fundamentalgleichung (4) treten in jedes einzelne Glied jedesmal fiinf 
neue willktirliche Funktionen von «, y, 2, nimlich die Funktionen (29), 
(35), (88), ... ein; diese willkiirlichen Funktionen erscheinen 
aber in dem Gesamtausdruck fiir / in der Weise kombiniert, 
da8B derselbe in Wahrheit nur fiinf willkirliche Funktionen der 
Variabeln 2, y, z enthalt. 

Um diese wichtige Tatsache einzusehen, bedenken wir, daf (39) eine 
der Fundamentalgleichung (4) gentigende Potenzreihe von 1 ist derart, dab 
die Ausdriicke 


[vOF*do + fv We do +1 f[y X*do+--- i=1,2,3,4,5) 


fiir = ¢ bzw. in oe Potenzreihen: 


Ee a dao 


G@) A : S, 
A9 =F" 4 G+ aWO+---, G=1, 2, 3, 4, 5) 


iibergehen, und daB es nur eine solche Potenzreihe gibt. Wir bestimmen 
jetzt andererseits nach dem eben dargelegten Verfahren eine der Funda- 
mentalgleichung (4) gentigende Potenzreihe # von 4 derart, daB wir fir 
die fiinf Ausdriicke (29) fir t= ¢, nicht wie frither / sondern die 
Werte 2.4 und sodann fiir (35), (38), ... an Stelle g®, h, ... jedesmal 
Null vorschreiben. Dieser Konstruktion zufolge wird /’ eine solche Potenz- 
reihe von 4, daB die fiinf Ausdriicke [yo Fdo ebenfalls fiir ¢ = ¢, iden- 
tisch fiir alle 4 in 4® itibergehen. Folglich ist 
ee Je 


wir erkennen also, daB auch F' die allgemeinste Potenzreihenlésung der 
Fundamentalgleichung (4) darstellt, und damit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. Die gefundenen Resultate fassen wir in folgendem Theorem zu- 
sammen: 

In der Mamnnigfaltigkeit aller nach Potenzen von 1 fortschreitenden 
Lisungen der Fundamentalgleichung (4) ist ene Losung EF eindeutig bestimmt, 
sobald man fiir sie die Werte der fiinf Integrale 


‘[voFdo, @=1, 2, 3,4, 5) (40) 

fiir t=t, als Funktionen von x, y, 2 vorschreibt — etwa gleich A. 
Man erhiilt diese Lisung durch folgendes Verfahren: zundchst nehme 
man fiir ® den Ausdruck (14) und bestimme darin a, 6, u, v, w als Funk- 


tionen von x, y, 2, t aus den fiinf partiellen Differentialgleichungen (27), 
wobei man fiir t=t, die fiinf Integralwerte (29) gleich 4A vorschreibt; 
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sodann bestimme man diejenige Lisung B° der linearen Integralgleichung 
(11), fiir welche die fiinf Bedingungen (31) erfiillt sind, setze 
() 
P= P41 G SMywO GF =1, 2, 8, 4, 5) 

und bestimme die fiinf Funktionen c von a, y, 2, t aus den fiinf linearen 
partiellen Differentialgleichungen (34), wobei man fiir t = t, die fiinf Integral- 
werte (35) gleich Null vorschreibe; endlich bestimme man diejenige Lésung X° 
der linearen Integralgleichung (12), welche die fiinf Bedingungen (36) er- 
fiillt, setze 
: Bee et oS 0 pid 

und bestimme hierin die fiinf Funktionen 9) von x, y, 2, ¢ aus den Vinearen 
partiellen Differentialgleichungen (37), wober man wiederum fiir t = t, de 
Integralwerte (38) gleich Null vorschreibe usw. Die Ausdriicke (9) stellen dann 
die Fundamentalfunktion EF in erster, zweiter, dritter Anndherung usw. dar. 

Nach den Ausfiihrungen auf S. 270 ist die Potenzreihenentwicklung 
(8) nach 4 der mathematische Ausdruck fiir die Stabilitit des Bewegungs- 
zustandes des Gases, und da F' den Zustand des Gases fiir alle Zeit be- 
stimmt und die Kenntnis der Integralwerte (40) uns gerade die Dichte, 
Temperatur und Geschwindigkeit des Gases liefert, so entnehmen wir aus 
dem obigen Theorem das folgende fiir die Gastheorie grundlegende Resultat. 

Der Zustand eines stabilen Gases ist fiir alle Zeit eindeutig bestimmt, 
wenn man fiir dasselbe zur Zeit t = t, Dichte, Temperatur und Geschwindig- 
keit als Funktionen des Ortes kennt. 

Wir haben frither auf S. 270 gesehen, daB bei der Entwicklung nach 
Potenzen von t—{, die Mannigfaltigkeit der Lésungen F’ der Fundamental- 
gleichung (4) eine weit héhere ist, als sie sich jetzt bei der Entwicklung 
nach Potenzen von 4 unserem Theorem zufolge herausstellt: damals durfte 
F fiir ¢=¢) willktirlich als Funktion von £, y, 6 a, y, 2 vorgeschrieben 
werden, jetzt dagegen nur die fiinf Integralwerte (40) als Funktionen von 
zy, 2 Hs ist also lediglich die Forderung der Stabilitit in 
der von mir aufgestellten Formulierung auf 8S. 270, die die 
Mannigfaltigkeit der Lésungen der Fundamentalgleichung (4) 
so wesentlich einschrankt, daB dadurch eine Gastheorie még- 
lich wird. — Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen, wie sie zur Begriindung 
der Fundamentalformel selber herangezogen werden, spielen hierbei keine 
Rolle. Zur weiteren Begriindung der ‘Gastheorie haben wir vielmehr nur 
notig, die Vorschriften unseres oben aufgestellten Theorems auszufiihren; 
dieses Verfahren bietet keinerlei Schwierigkeit und lift nirgends einen 
Zweifel entstehen, welche Glieder bei Berechnung einer bestimmten An- 


niherung zu beriicksichtigen sind. So liefert ohne Zuhilfenahme einer 
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. ily 
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neuen Annahme beispielsweise die Berechnung der zweiten Anniherung 
nicht nur den Beweis des zweiten Wiarmesatzes und den Boltzmannschen 
Ausdruck fiir die Entropie des Gases, sondern auch die Bewegungs- 
gleichungen mit Beriicksichtigung der inneren Reibung und der Warme- 
leitung*); dabei erscheinen die Reibungs- und Wirmeleitungskonstanten 
als Zahlen, die durch Auflésung gewisser Integralgleichungen numerisch zu. 
berechnen sind. 


Zum Schlusse sei noch eines Ergebnisses Erwihnung getan, das ich | 
eben gefunden habe und die elementare Theorie der Strahlung, insbe- 
sondere den bekannten Kirchhoffschen Satz iiber das Verhilinis zwischen 
Hmission und Absorption betrifft. Ich erkannte, daB es wiederum eine 
gewisse Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern ist, die 
den Mittelpunkt dieser Theorie bildet, und wihrend bei naherer Priifung 
alle bisherigen Beweise des Kirchhoffschen Satzes sich als ungentigend 
herausstellten, gelingt mittelst jener Integralgleichung dieser Beweis auf 
Grund der elementaren Definitionen und Begriffe der Strahlungstheorie 
auf die einfachste und vollstindigste Weise — ein neues bedeutsames 
Zeugnis fiir die weitreichende Kraft, die der Theorie der linearen Integral- 
gleichungen innewohnt. 


1) H. A. Lorentz hat in seinen anregenden und tiefsinnigen Untersuchungen tiber 
Gastheorie das namliche Ziel verfolgt; er gelangt dort zu einer Gleichung, die die 
Rolle der Gleichung (11) in meiner Theorie vertritt, und sucht die Hindeutigkeit 
der Lésung derselben durch Berufung auf einen Satz von Boltzmann zu beweisen (vgl 
H. A. Lorentz, Gesammelte Abhandlungen Bd. I S. 88); diese Schlu8weise yon H. A. 
Lorentz ist aber nicht stichhaltig, und auch seine weiteren Entwicklungen daselbst 
sind, selbst ftir den einfachsten Fall des einatomigen Gases, mathematisch unbegriindet, 
nicht nur weil sie wesentlich die Tatsache der eindeutigen Bestimmtheit der Lésung 
benutzen, sondern vor allem auch weil die Existenz einer Lésung fiir die Lorentzsche 
Gleichung nicht erwiesen wird — und ohne Heranziehung der Theorie der linearen 
Integralgleichungen auch nicht erwiesen werden kann. 
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